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x^x ^et^öftnig jur «Schule. 



Sott 

Dr. Wt ^ X t i n ^h vn, 

Slitter bcö rotten ^(tler« Ortend mmct ^(affe, ;ortcnt(. Öffentlicher ^rofcffcr ati Ut 
J^Snigt. Sviebri(^ 2Bt(()e(mg « UitiDerfttat , fic()ret an tcr Röntgt, allgemeinen ^riegi« 
©cftulc unb an ber Äßnigf. vereinigten Artillerie* iinb Ingenieur <*®(^urc 311 IBertin; 
tet ^aiferl. [Hufftfc^en Afabemie ber S[BifTenfd)aften au 6t. ^etet^burg, ber ^Önigt. 
IBaierifc^en Afabentie ber SBiffenfc^aften 3u 9)7ün(^eti , fo roie incf)rerer anbern 
gelehrten Q^efeUfd^aften corre^ponbirenbeö STiitgtieb. 



%\xij aW ^«l^ang «nb Äomwentar ju feinen tuerfc^iebenen IBei^rtuJ^ern. 



aSrrlog »Ott jDutiiier uttb ^uitiHot. 

1842. 
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S« gieW Seburjtitjfe, bereit Sefriebigung ber SÄenfcfi jt»ar 
ouf fürgere ober längere 3^* JttrüdfbrÄnge«, aber nie gaiij 
wn ftd^ abtoeifen fonn. ®o ge|ij)rt ,ba« Sebür^if gu 
})I^Äofoj)l^tren für beit SRenfd^en ju ben Uttabtoetebaren, 
itnb fo eidSärt {i^^^d, tote immer tin neued ))lfftIofoj$fitf(i^e^ 
©9flem bad öorfiergel^enbe in ba« ®ebiet ber ©efd^id^te 
be$ menfd^li(i^en ©eifie^ jurücf bringt; nm bem nun balb 
folgenben felbfl »feber 5JIa^ ju mad^en. ©o fielet aml^ 
ber, blo^ mit ber ^erbeifd^affung neuer 2Äaterialien be** 
fd^S^gte Syiatl^emaiifer mti^ tl^etlnamlod, ja juMeilen mit 
»orne|imer Oeringfd&fi^ung auf jebc« Sejlreben, ber SDla*= 
i|iematil eine feflere upb befriebtgenbere ®runblage ^u ge«^ 
ben, tß&^tmb l^äuftg feine eigenen Slrbeiien liinreid^enb 
burd^blidCen {äffen, ba^ au^ er bai SSebßrfnip bam^ m^t 
%mi l^ot wn ft^ abtoeifen Umtn. 

Der aJerfajfer tl^eilt |iier, fo furj di ti i^m nur tm^ 
mer mögli^i getoefen ifi, bad SSBefen ber Sänftd^ten mit, 
toeld^e berfelbe in feinen ©d^friften feit 1816, befonber« 
aber feit 1822 gelehrt ^(d unb le^rt, — Slnftd^ten, »e% 
bai (BVxd gel^abt fiaben, in feinen loerfd^iebenen Se^irbitdfiem 
t>ielfad^en SSeifaQ ju fmben, toeld^e aber aud^ melfältig 



IV Sorrebe. 

tni^öerfiattberi toorbe« jtnb, itnb toal^rfdpemlid^) be^l;db Uxä)^ 
Uv mif »er jlattberi toerben fonntett, mil tin Sel^rbuc^. «od^ 
fo man^ti anbete ju berödfftd^ittgen ^at^ »eljj^e« baö 
Slttffaffett be« aOBefen« ber ©ad^e erfdptoert. dJegentoar^ 
üge Heine ©d^rtft fe^t »orauö, bap ber Sefer aUe« 2Äa^ 
terial felBfl etnfd^dte, unb befd^äfttgt jid^ blop mit ber 
SlttfjleHttng logifd^ Bejümmter, fd^arfer nnb . entfd^iebener 
aSegriffe nnb jtear aller berer, um toeld^ie jtd^ bie »tatl^e=|= 
tnatifd^e Slnali^ft« liemmbre^t. ©er Sefer möge mn biefer 
3)arfleUttng einige Slnfmerlfamfeit gönnen, nnb mit einiger 
©orgfalt nnterfndpen, ob in bem ®anim ba« jtd^ finbet, 
»a0 man inneren ß^fammenfiang nnb ö>iffenfd^aft*= 
lii^t ßinl^eit jn mnmn })flegt, ober ob biefe !Darjiellnng 
»enigjien^ htm 3beal, ttjeld^ed ber Sefer ba»on m^ nol^er 
fommt, alö jebe anbere Slnfid^t, ik man hii je^t »on ber 
matl^ematifd^en Slnal^jt«, aU SBBijfenfd^aft, anfgejieHt l^at. 
3« gegentoÄrtiger erjier Slbl^anblnng l^at ber a3erfafer 
bie ©rnnblage aUer 9led^nnng fejigejleKt. — Site Snl^alt ber 
matl^ematifd^en Slnol^jtg mnpte er bejeid^^nen: ;;bie ^^ennt^ 
ffUi^ ber ©egenffi^e nnb ber Se^iel^nngen, in benen bit 
„fxtUn £)})eraüonen (alfo bie ©nmmen, Differenzen, 5^ro^ 
;,bnlte, Dnotienten, ^Joten^en, Sßnrjeln nnb ßogaritl^men 
,,tn i^rer attgemeinfifn SSebentnng) jn einanber jlel^en." 
— £)iefe ®egenfä^e nnb SejieJ^nngen toerben andgefrrod^en 
in allgemeinen Oleid^nngen jtoifd^en allgemeinen 
ginöbrüdfen, in btnm bie D^)eration«^3^id^^« baöSBefen 
an^madpen, bie^nd^flaben bagegen nnr bie SrSger finb, 
an toeld^en biefe Dpttaüm6^3^^^n fiaften, fo bap biefe 



SudfifiaBen u^eber ®t&^tn, nodfi ßd'fyUn ^üxJlitUtn, 
fottbern gaitj titfialtloö gebadet ftitb. --- 2)iefe ollgc^ 
meinen ^udbritdfe fönnen aud^ unenbltd^e Sttü^tn fei^n, 
n)enn fte nur nad^ ganzen ^^oten^en etned fold^en Ztä^txi 
fortlanfen, b. |i. bte %otm ber gangen gnnltto^ 
ntn |iaben. 

3}on btefen allgemetnen ©leic^fungen^ mt tteldfie {t(|^ 
bte gefammie mai^fematif^ie ^nal^ftd j^emmbre^it nnb tteld^e 
man audfi ^orm^^Ieidfiungen nennen Idnnte, unter«" 
fd^etben {Idfi nun biejiemgen, in benen bte S3ud^fla(en Bereite 
tintn 3n]^ali erl^dten l^aben, b. |^. entoeber fo genannte 
ungenannte gange ^a^tn, ober gb^at fold^e ollge^teme 
^udbrödEe ^orjtelten, bte aber urf))rängltd^ gangen 3^!^^^ 
i^t Sntjlel^en »erbanlen. Diefe, urftjröngltd^ gangen S^^ilett 
i^r ßtttjlel^en öerbanlenben Slugbrüdfe, laffen jtd^ aUt tni^ 

toeber auf mt ber 5 gormen ±(x, =fc^ nnb bringen, 

nnb »erben bann reelle 3al^len gertannt, ober fte laffen 
jtd^ bod^ allemal auf bte gorm p+q.V/^ bringen, m 
p unb q foldpe reUe ^a^Un {tnb, unb man nennt fte bann 
imaginäre ^a'^Un ober imaginäre 2lu«brüdfe. 
Sltnntn toir eine fold^e ©letd^ung, in toeld^er bie eingelnen 
ä3ud[^ftaben ni^t ntel^r blope ^träger ber £)))erationen fmb,* 
fonbern bereite einen eben angebeuteten '3^1^alt Ifiaben, b. |i. 
reelle ^ ober imaginäre Bal^len öorfteUen, — ni^t mt^t 
mt ,^ allgemeine/' fonbem eine 3Äl^len:=^®letd^ung, 
fo folgt ani bem öon bem Serfaffer aufgejleUten Segriff 
ber allgemeinen ©leid^ung, baf bie ^u^britdfe auf jebet: 
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aJötrebe. 



dfittttg) enttoeber eine uitb btefelbe reeKe 3<il^1 «/ ^^^^ 
eine «nb btefelbe tmaginfite ^a^ p4-q.\/IIi wr^ 
flettett; tt%ettb ber 33egriff ber aHgemeitteit ®Iei(^uitg 
^ott bem Qmü^nlxi^tn ^erfdptebeit fe^n mup, mn baxani 
ableiten pt Unmn, bap bte reJDle 3<^I>I «/ ^^ber bte tma^ 
gtttäre"34I P+q*V/--l ^^^^ ^^«^« btefer 'Sütdbröcfe 
(Kttf« ober redete »om ®Ietd^l^ettö^3«^^») tt)trHid^ wx^t^ 
fleUt tjl. — Äommett in einer foIc|ien3Äl^Iett ^ ©leid^ung 
uttenbltd[ie Steigen ^or, fo mfiffett fte con^ergent gebai|it 
toerben, to&'l^renb in einer allgemeinen ©leid^ung unenb^ 
Kd^ejÄeiliett öorfommen ttjerben, bei benen »eber i)on ßon-« 
»ergenj w^ öon ©feergenj berfelben bie JRebe fei^n fann, 
eben toeil in ber allgemeinen ©leid^nng jeber SBnd^flabe 
nnr tin SCrfiger ber Ojjerajtionen nnb nt>^ öSKig in^ialt*^ 
lo« ijl. 

(£d mag bied l^ier nod^ burd^ ein 93eif))iel erl&uteri 
njerben. 3m §. 68. biefe« $efte« l^aben toir erliefen, bap 
ber binomifd^e Sel^rfafe ganj allgemein gilt, b. Ji. baf bie 
®lei(|fung 



1) (l+z)« = l+n*z+ 
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21—1 
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41-1 



für jebe« n nnb für j[ebed z ganj allgemein jlatt fmbet, fo 
baf n nnb z al^ ganj inl^altlod angefel^en n^erben Umtm 
unb bann »eber eine ©röfe nod^ tint 3ä1^1 »orfleHfn, ttenn 



*) Da« 3«^«» n*^*"* Bebrütet bo« ^robult öoti 4 galtürctt, f»t ber 
cf^e 11 tfi unb ieber folgenbe aud bem »crJ^ergeljienbett bufd^ ^bbttio» i^on 
— 1 tttijtt}ii, b.^. bo0 gJwbuft D(n-l)(n— 2)(ii-3). «ben fo bejet«^- 
mt bad^3e{(^«i 41 ba» 9rob»ft 1»2*3.4. 



matt ttur UnU urttet (1+z)», fo oft n m^i poftii» gonj 
i% timn tin^i^tn ber bnxify btefe ^otenj ^orgefleUten Slu«^ 
brfirfe öerjJe|it uiib gtuar bert redeten- ©e^t man m biefer " 

®Ietci[>ttttg — jlatt z, fo erl^alt mtin 

(i + -) =:l+z+^-.^+3j..-3p+mmf. 



z»- tf'-i 



fo bap bag r*« ®ßeb (na^ bem allerer jlen) = j., ^, 

z*" 

tji. 9hitt tji aber -^ bai (ttacfi bem aKererjiert folgenbe) 

r*« ®Iteb ber IRetl^e für e*, weim e bie 33afi« ber ttatör^ 
Itd^ett Sogarttfimett öorjJelft; alfo würbe btefe (Sttttotrfeluttg 

(Z \" I • 

1+— j in bie Sfteil^e für c* wberge|iett, toemi mart 

jtjrl-l 

n fo ttej^mett formte, bap --7"/ 

^^ n(n-l)(n-2)(n-3)...(n-Cr-l)) 



n • n • n • n ••• n 



M.i.O-i)(t-|)(i-l)....(.-i=l)f«. 

jebe t^ofttoe gartje 34^ >*/ *^^^ ©ttl^eit gleid^ würbe, 
©etoßfittltd^ fagt matt ttutt, bap btee^ für n=dbQo ettt* 
trete, mtb fe^t bal^er 

ol^tte meßetd^t immer baratt px bettfeit, bap bied ^ttar ttt 
Sejug auf bie ©lieber ber %aU fe^it toerbe, für tpeld^e 
r felBfi nod^ ttjd^t uttettbltd^ grof tfi, bap aber, toetttt matt 

fo fagett barf, int Uttettbltd[>en, ber ^aftor -^ itttmer 
ttttkßitttmt, toetttt dui^ immer pi\^tn {lefHmmtett ©retf^en 



1 



emgef(|iIoffen fe^n t&trb. t)tx tlbx^t ©d^Iuf t{l olfo nt(|fi 
gan^ tidfiüg unb bie ©leicfiung 

(l+^y = e» fßrn=:±oo 

fantt md^t al0 eine attgememe (gorm^)®Wdfiimg juge^ 

lajfett »erbe«. — !DenIt man fid^ ahx z nid^t ntel^r m=* 

^ , l^altlo«, fottbmt enttoeber reell ober tmagmÄr, alfo »ort 

ber %exm ^-Co^y+V/^-C-Äny, fo tfl 

z'' =z Q^»Cos rg)+\/^ »Q"" -SmTq>; unb bann tjl -^ (fo^ 

ttolil m ber 9leil^e, bte man für (l+"^) fwt n=±oo 

erstatten l^at^ ali an^ in ber Sfteil^e für e») ber 9htU 
bejlo naiver, je grüper r genommen toirb, b. |i. je toeiter 
bte (SJKeber nad^ bem Unenbltd^en l^tn genommen toerben. 
3n bem SlugfenWtdf dfo, too bie Se^iauj^tung, bap 

5ll. = l tji(fnr n=±ao) anffißri rtd[lttg jufei^n, Wn* 

nen bte ©lieber, anf toeld^e btefe falfd^e Sel^anj)tung etn^ 
fiteft, aU ber Jlnll gletd^ angefelpen »erben, unb fo 
lieben fid^ bann biefe S^tjfonanjen toteber auf. — SBBenn 
bal^er bie ©leid^ung 

aud^ nid^i aB tint allgemeine (f^orm^)®Ieid^ung rid^tig 
tjl, fo i^ fte bod^ rid^tig für jeben teeWen ober imaginären 
SBertl^ »on z afe mt 2a}ltn^®ltx^nnQ, unb jtoar bti^ 

l^alb, toeil beibe 9lei&en, fotoo^ bie "für (l+-~) , ali 
au^ bie für e*, für jeben fold^en SBertfi »on z conöergent 



fttib.*) — |)ätten ettbKdf» bte ©lieber btefer Sftet^ett tttd^l 
btefe großen 3le«tter r!(b. 1^.1. 2 »3 •4. 5. 6 ••.!), tteld^ie Ur»* 
fad^e jinb; baf bie dittfytn f(tr jl eben SBeiä|i wn z cou^ 
^ergettt {mb; fo toürbe bie em&I^nte (^leid^img antfy nur 
für biejenigen SOBertl^e »on z gelten, fßr tt)el(i^e hit htibtn 
gebadeten 9lei|ien conöergent werben würben. 

SBBä|irenb alfo ixt ©leidfiung 9lr. 1. allgemein gilt, wenn 
an^ z gan^ in^foltlod a\6 tin bloper 3:r&ger ber 0]^t^ 
rationen gebadet wirb, unb wobei wn ber (Sion^ergenj ober 
^i^ergenj ber Steige gar nic|it bie IRebe fe^n Jann, er^ 
Wtrfen wir in ber9lr.2. eine ,®leid[»ung, bie nur aUßd!^^ 
len'^OIeid^nng rid^tig ift, b. |i. bie nur iann rid^tig ift, 
wenn bie JÄeil^en conöergent ftnb. 

©n bejiimmteg Swtegralfe^t immer B^liIen^SBertlpe 
ijoranö; balper werben ©leid^ungen, in benen bejHmmte 
Sntegrale öorlommen, feiten ober nie ali allgemeine (^orm^) 
©leid^nngen wal^r fe^n, fonbern immer nur ' aU Bftl^len^ 
®Ieid[fungen jugelaffen werben f^nnen; be^l^alb ift an^ 
bort bie Son^ergenj ber bafelbfl etwa ijorlommenben nn^ 
enblid^en Sleilpen mt unerla^lid^e Sebingung, wälprenb bit 
Sebingung ber @^onbergenj bei einer allgemeinen 9lei|fe, in 
allgemeinen Unterfud^ungen, ti>it fold^e ber SWöglidfffeit aller 



*) SOBtU matt H^ix bett fQtti^ ))0tt e'^ bered^ttett ttaf^erutigdtoeife, für 
ttgettb etitett jjofttiöett ober ttegatiöctt fS^txt^ »oit z, fo barf tnati ttur beit 

SBertl^ »Ott f 1 +— ) für trgctib ei« an ftd^ red^t flroged |)OjtHioe« obcrtic- 

%aÜM, gan^ee ober gelrod^etted, tattottaied ober tnationaied n bered^nett, 
itttb man toirb bte ^ttncilSferuttg befio toetter treiben , je großer n genommeti 
toirb. iRamentlid^ !ann man auf btefem Sege bie S(i})l e felbfi nä^mn^i^ 
toeife bered^nen. 



diedfittttttg aU ©ntttblage ^txam gelten muffen ^ eben fo 
D^ine @tnn Bleibt^ tote toenn man hti itt Unierfud^g 
ber ^age, ivod tin lebenbtger unb ncd^ !r£fttger i&^Ü^tt 
S)tenf(|f n^erbe letflen Umm, bte 93ebtngmtg oI« etne m^ 
txläflli^t wtatt^^iäm »oHte, — baf berfefte bereit« 
tobt fe^. 

SBenn ober ©letdfiungen oorfommen fönnen^ toeld^e 
ntd^t mtfyx aU aKgemetne; fönbem nur unter ber ft^ecteKen 
Sorau^fe^ung gelten, bap fte 3a|^Ien^®Iet(|iungen ftnb, 
fo mn^ in einer jtoeiten ^bl^anblung bie 3;fieorte foU^er 
3afilen ^ @)Iei(l^ungen no(|f befonber« feftgefteUt toerben, 
4tnb namentltd^ ^t bie ,,a;i^eorie ber beftimmten 3tttegrale^' 
(wo bie 3Äl^Ien^®Iei(|ungen jum erflen 2Äale in ^a^m 
auftreten) bie Slufgabe, »ie mit fold^ien gered^net werben 
barf, bejHmmt unb entftf^ieben feftjujteffen. — ©o glaubt 
ber a5fr., »a« ber geneigte Sefer »on biefer jweiten %i^ 
l^anblung ju erwarten l^aben börfte, rnffgltcffft anfd^aulic|f 
bargeftellt gu l^aben. SBcil^renb nämlid^ btefe erftere ^on 
ben ganj allgemeinen formen, ali ber erften unb notl^toen^ 
btgften ©runblage aQer dledfinung l^anbelt, wirb bie gweite 
SIbIfianblung bie allgemeinen Unterfud^ungen fort)ufe$en, 
babei ober ftd^ me|rr mt ben Ueberg£ngen ber allgemeinen 
formen in f})eciellere unb numerifd^e ju befd^aftigen |iaben, 
weld^e Uebergänge ftatt ftnbeu; fobalb bie erfteren unter * 
beftimmten unb f))eciellen IBoraudfe^ungen betrad[ftet werben. 

Unter ben materiellen ©rgebniffen, weld^e bie 
l^ier aufgejtellte Slnftd^t jur ^olge gel^abt l^at; unb weldfie 
gunfidfift in ber gegenwartigen erften ^Ipanblung }u ftnben 



fmb; glaubt ber Sfr. folgenbe nö(|i namcittltcff ^trodt^f^m 
in möffent 

a) ein »jtnig gefidfierted 9le(|inen mtt SBurjeln im 
^(Ilgememen tinb mit ma^in&vm ^nibtikätn im Sefottbmtt; 

b) bie StufjteHuttg berjleitigett %^tmtln, »eld^e an bie 
©tdle ber gei»6|niK(|ien Siegeln 

a».a» = a*+«; a»:a« = a*-*; (af)«=:a«; tt- f. to. 

treten mitjfen; tm mü aügemetnen ^otenjen unb Sogaritl^^ 
mm ganj ^i^tv red^nen ^u Mnnen^ in fofem bie öor^ 
{tel^enben unb Qtto&^nliäf angetoanbten Formeln nur tin^ 
feittge ©filttgleit l^oben; 

c) tin ößUig gefid^erte« Sled^nen* mit fold^en un^ 
tnblid^en Siti^tn, tt^eld^e nod^. gan^ allgemein^ unb eben 
be«|>alb nidpt con^ergent ftnb; 

3« ben ,,2luffä$ett au« bem ©ebiete ber ^^ttn 2Äa^ 
,;t|iematil" Serlin 1823 finben ftd^ au(^ einige Stntoen^* 
bungen biefer elementaren, aber geftd^erten 9led[inuttgötteifen, 
befunberg in bem le^tern biefer SluffÄ^e, auf toeld^e.ber 
Sfr. ben Sefer beöfialb auöbrürflid^ |iintoeijt, tpeil ber 
3U)e(f ber gegentt^ärtigen Slbl^anblung iit gräpefte j¥&r^e 
»orfd^reibt, j^ier alfo bergleid^en 2lnttenbungen nid^t gege^^ 
bep werben burften. 

I)erj|enige Sefer eribltdfi, toeld^er biefe Stnftdfiten aitgfül^r^ 
lid^er enttt^idfelt ju feigen toünfd^t, aber freilid^ m^ ^ugleidfi 
fö, toie ipfibagogifd^e 2ii>tät ti i^örgefd^rieben l^aben, »irb 
Seftiebigung ftnben in bem 

,^2Jerfu4i tinti öoHfommen confequenten ©Aftern« 
,,ber SWat^ematif", 7 SC^eile; 



mb pat in bm htibtn erjien 2;|etlen (2fe Stoflage)} ferner 

ttttSoKfommetter in btm Ijlett X^tH (2te 2luflage) be« 
„Zt^xbn^i ber ©ementar«*2Äatl^emattI" 3 Sl^etle 
(toeld^e« me|ir für Slnf&tger gefd^rieben tfl); 

am iin^ollfl&nbtgf^to tn bem 

,,8el^rbu(^ ptr be« gefammtett mdil^ematifd^ett ©e^ 
„mertiar^tbtterrtd^t" 3tc Sluflage. 8et|)jtg, 1842; 

(»eldjie« für bte aKerer|lett SlnfÄttger ali Settfftben bejlimmt 

tfl); bagegen ä^teber grihtbltd^er m bem 

„.Äurjett Sel^rbud^ ber gefammiwl^öl^ertt SÄatl^emo^ 
„iW tn pti aSfittben." itipm, 1839. 
@oIöe9 aber w ber gegentoärttgett ®4irtft nod^ fletne 

ttttb ttttbebeutenbere 9lebaltt«it«fe]^Ier ftd^ »wfmben; fo ntfige 

ber geneigte Sefer fold^eö btm oft aUjnstel bef(|iÄfttgtett 

Sfr. frennbltd^iß: jn ®nte l^alten. 
SdttUn im Sanuar 1842. 



3m erjlett SBögett^ tocld^er mt jwet Äörreftttrett utttemorfett mthm ifc 
ßttb folgenbe gel^Iei: ßel^ien geblieben, ^an lefet 
(g. 1 3. 4 ö. ö. „5lnt]^melif" flatt ,,Slnt^me«d "5 
©. 2 3. 2 ö. u., ®. 4 3. 5 ö. u., (5. 5 3. 1 ö. ö., ®. 8 3. 6 ». 0. 

„legon" uttb „legons" ftait „legon" „legons''; 
@. 6 3. 10 ö. tt. ;;ga!totfeHe" ftaii ,,gafttore«c"5 ettblidjf 
@. 6 3. 1 !). 0. „Divifoj" jlatt „5De»iför". 
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5(itf eine nterfwürbtge SBeife jte|it man bie Ätagen über ben 
SWaitgel an Älar^ett unb ©trenge in bem red^nenben 2:]^etl ber 
3Wat]^ematif> — mag ftld^er Slrtt^mettö, allgemeine 2lrit|^^ 
metif, matl^ematiid^e 3lnah)fig, ober fonfl wie genannt 
• »erben, — »on 3eit ju S^i^ wieberf eieren, Balb auögef^jrcd^en 
' ))on untergeorbneten ©d^riftfleUern, balb »on ben au^gejeid^net^ 
flen ©ele^rten n^ieberl^olt. t)m Qimn bietet bie Xl^eorie ber 
;, entgegengefeßten ®r8^en" 3Biberf}3rüdpe bar; — bei bem 5ln^ 
bern finb eö blo^ bie ,, imaginären ©rö^en", njeld^e i^n beun^ 
rul^igen; — tin 2)ritter enblid^ finbet ©d^ttJierigf eiten M ben 
„unenblid^en Sfteil^en", entwcber »eil ßuler unb anbere auJ^ 
gejeid^nete SKatl^ematifer fol(|>e in einer bi^ergenten gorm 
mit ßrfolg ängett)anbt l^aben, »ä^renb er felber überzeugt ju 
fep glaubt, baß Äon^ergenj berfelben il^re ©runbbebingung 
ifl, — ober »eil bei ganj allgemeinen Unterfudpungen allge^ 
meine fRn^m »orfommen, bie, eben »eil fte allgemein ftnb, 
»eber ju ben bi^ergenten notfy ju ben lonvergenten gered^wet 
»erben löpnen. 

2)ief^ JBetrad^tungen brängen ftd^ bem 35fr. biefer JBogen 
immer »ieberl^olt auf, unb brangten ft§ i^m namentlid^ »iÄer 
bei bem Sefen eine« ©riefe« be« für bie STOatl^ematif leiber »iel 
ju frül^ »erjiorbenen Slbel auf, ber jtd^ in ben Oeuvres com- 

pletes de N. H. Abel, Christiania 1839, abgebrudt ftnbet 

unb in »el^em Slbel fd^ireibt: 

„Les series divergentes sont en general quelque chose 
,,de bien fatal, et c'est uue honte qu'on se soit avise d'y 






2 (£inleitmtg. 

,,fonder aucune demonstration. Ou peut demoDtrer tout 
ce qu'on veut eu les einployant, et ce sont elfes qui ont 
fait tant de malheur et qui ont enfante tant de paradoxes. 

,,Peut oo iinagiuer rien de plus h,orrible que de debiter 

0= 1^2"+3"--4"+5"— etc. etc., 

„oü n est un nornbre entier positif? — Enfin mes yeux 
,,se sont dessilles d'une maniere frappante, car ä Fexception 
,,des cas les plus simples, par exemple les series geome- 
^,triques il ne se trouve dans les mathematiques presque 
,,aucune serie infinie ^ dont la souime est detenninee d'une 
,,maniere rigoureuse, c'est ä dire, la partie la plus essen> 
„tielle des mathematiques est sans fondement. Pour la plus 
„grande partie les resultats sont justes, il est vrai, mais 
„c'est la une chose bien etrange. Je m'occupe ä en eher- * 
,,cher la raison, probleme tres interessant. Je ne crois que 
„tu pourras me proposer qu'un tres petit nombre de pro- 
„blemes ou de theoremes contenant des series infinies, ä la 
„demonstx*ation des quels, )e ne pourrai faire des objections 
„bien fondees. Fais cela et je te repondrai. Pas meme 
„la formule binöme n'est encore rigoureusement demontre'e. 
„J'ai trouve qu'on a 

(l+x)»=l+inx+5!^5|zl)x«. 

^,pour toutes valeurs de m, lorsque x est moindre que Tu- 
„nite. Lorsque x est egal ä -|-1, la meme formule a lieu, 
„mais seulement si m est plus grand que — 1, et lorsque 
„X est egal ä — 1, la formule n'a lieu, que pour des va- 
„leurs positives de m. Pour toutes les autres valeurs de x 
„et de m, la serie l+mx-|— •• est divergente. — Le theo- 
„reme de Taylor, base de tout le calcul injEinitesimal 
„n'est pas mieux fonde. Je n'en ai trouve qu'une seule 
„demonstration rigoureuse, et celle ci est de Mr. Cauchj 
„dans son Resume des le^ons sur le calcul infini- 
„t^simal; ou il a demontre qu'on aura 
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„taut que la serie est convergente ; mais oii Fempioie ä J'or- 

„dinaire sans facon dans tous les cas. 

„La theorie dejs series infinics en general est jusqu'ä 

,^preseiit tres mal fondee. On applique aux series infinies 

„toutcs les Operations, comme si elles etaient finies; mais 

„cela est il bien permis? je crois que noii. Oü est il de- 

„montre, «qu'on obtient la differentielle d'une serie infinie, 

„en prenant la diffe'rentielle de chaque terme? Rien n'est 

.„plus facile que de donner des exemples oü cela n'est pas 

„juste; par exemple 

X 1 1 

j = Sin X — ^Sin2x+ -^ Sin 3x — etc. ; 



j> 



en differentiant on obtient 



1 

^ z= Cosx — Cos2x+Cos3x — etc. 

„resultat tout faux, car cette se'rie est divergente. 

„La meme chose a lieu par rapport ä la multiplication 
„et ä la division des series infinies. J'ai commence ä exa- 
„miner les regles les plus importantes qui (ä present) sont 
„ordinairement approuvees ä cet egard, et ä montrer en 
„quel cas elles sont justes ou non. Cela va assez bien et 
„m'interesse infiinimeht." 

©c flagt Slbel — W>tx i'f^Umhm (an mt^xttm 
©teilen feiner „Opuscules"), gatnot, felbp Saplace mb 
fo )>{ele Slnbere führen ä^nlid^e klagen mm m^ fftr^ere mi 
ntd^t flerobe über We mtmili^tn fAti^m. — Ärann) in feiner* 

„Analyse des refractions astronomiques et terrestres 1799 
Chap. Ui. Analyse des facultas numenques" fl0ft auf titit 

%nmtl, t)on mlitx er felbjl fagt, ia^ fie falfd^ fc)?, nnb fügt 

|lin)U: J'avoue franchement que toutes les peines, que je 
„me suis donnees pour trouver la raison de ee paralo- 
„gisme ont ete inutiles jusqu'ici; j'aurai infiniment d'obli- 
^^gation au geometre, qui voudra bien me Findiquer. U me 

1* 



4 (Stnieiiuttg. 

,,semble qu'clle tient essentiellement ä notre theorie des 
„puissances fractionnaires et des Logarithmes des nombres 
,,i)egatifs, etquele theoreme log( — a) = log2i+log( — 1), 
9,malgre soo extreme apparence de simplicite, est encore 
,,bien loin d'etre rigoureusement demontre'." — 

Sltt einer anbern Stelle beffelben ^a^ittli, wo er auf äl^ri:^ 
Itd^e SGB{t>erf})rüd^e fiöft, j^eipt eö roititx: „Je ne serais pas 

,,eIoigiie de croire en effet, que toute rapplication , que 
,,üous avons fait jusqu'ici de nptre theorie generale des 
,,puissances aux racines et aux logarithmes des quantites 
„negatives, ne soit une conclusion a pariiculari ad univer- 
,ysale qui ne devrait etre gueres excusable en fait d'analyse." 

SBeiter l^eißt eö: „Quant ä la differentielle de (— 1)* 
„il n'est pÄs un seule Geometre, qui en se conformant aux 
„idees recues, soit en e'tat de nous dire ce que c'est. 

VIT 
„Mais que ferons nous de ( — 1) ? que deviendra 

„( — l)'^ dans Finfinite de cas, qui nous donnent pour ex- 
,,po$ants, des quantites irrationelles, exponentielles, circu- 
„laires, enfin transscendantes quelconques?" 

©0 weit Äramj). — Wlan ftelpt, berfelbe flagt ttjentfler 
fiter bie unenMi(|>en,3iet^ett, ntebr aber über bte 5)otenjen mi 
Sogarit^men, itnb l^at, in ber aWetnung rid^ttg ju i>erfa^rett, 
eine größere Slnjal^l falfd^er SRefultate l^erauggebradpt, glfidflid^er 
SBeife jebocä^ bie Unrid^tigfeit berfelben au^ bemerft. — 2)ie 
größten Slnalpjien, wie j. SB. ßuler, ?agrange, |iaben ba=^ 
•gegen in i^xtn ©d^riften guweilen fold^e Slefttltafe aufgefleDt, 
pl^ne immer bie Unridptigfeit berfelben felbfl tt)al^riune][)men. 3la^ 
mnüi^ jtnb j. 33. alle giefultate falfc^, ttJeld^e man in ber 

XI*"® Lecop^ ber Le§ons sur le calcul des fonctions iti 

Sagrange (1806) vorfinbet; ml^t SRefultate jebocä^ euler 
grö^tent^eilg juerji fo gegeben "^at; — i^xt Unrid^tigfeit für 
einm allgemeinen unb ni^t blof ganzen erponcnten fiber^^ 
rafd^t bei Sagrange nur beöl^alb me^r, weil ber 2mä ber 



gebadeten Le'gon gerabe fein anbetet tfl, ali bte allgemeine 
gfii(|ittgfeit biefet gotmeln xt^t gtfinbli(|> iu ettt)eifen. 

SBenn abet auf bet einen (Btitt fol^e 2;i^alfad^en laut ge^ 
nug fpted^en unb auf bet anbetn ®Htt aud^ fold^e Sttftnnet 
f lagen, weld^e auf bet l^öd^flen ^ü^t bet aBiffenfd^aft flej^en^ 
unb »eli^e i^te ®xtnim felbfl um mel^t obet »euiget j^inau.«^ 
getüdft l^aben, fo mu^ man ftd^ ttJiebet^oll ftagen: , 

1) ®inb biefe Älagcn geted^t obet ungeted|ft, unb in wie 
miü - 

2) ®inb,. tt)ie Slbel ju glauten fd^eint, bie unenblidf^en 
Steigen allein bie Utfad^e all et bet §>atabotien be8 Äalfute, 
obet ftnb bie Quellen betfelben audfi nod^ anbetötoo )u \n^m 
unb wo? — 

3) aBenn man in bet matl^ematif(|ien Slnalpjt« fagt: „biefeö 
obet jene« SRefultat fe? tid[)tig obet fe^ falfd^", toaS ^etjlel^t 
man batuntet? — obet mitr anbetn SBotten: toenn j»ei fflt^ 
fultate fxi^ n>ibetf)}te(fien, tt)eld^e SDletImale "^at man, um iai 
tid&tige »pn bem falf^^en untetfd^eiben ju fönnen? — 

4) 2Bte laffen ff^ bie 9>atabotien be« Äalfute mit (Bii^tt^ 
]&eit »etmeiben? — 

U. bgl. m. 

(Sit^t bet 95ff. biefet Sogen biefe gtagen au8 feinem 
©tanb}>unlte an, fo etf(|ieint il^m, um bie ;etfie gtage juetfl ju 
etiJttetn, bet SSottt^utf Slbel«, ba^ man mit bi»etgenten 
SReil^en ted^ne obet etweife, in feinet gto^en SÖlgemein^eit 
nut bie SWatl^ematilet iti »etfloffenen 3a|^tl^unbett« 4U tteffen, 
benn äße jeftt febenben mat|ematifd^en 9lotabilitäten, xoit®au% 
t)ixi^Ut, 3ttcobi, S3effel, ßaud^^ u. f. to. tl^un e« nid^t; 
mel^tete, batuntet ^oiffon "fyalm jtd^ entfd^ieben bagegen audge^ 
f^)tod[>en. — £5b abet bie 3lei|ien, mit benen man umgefit, unb 
avA benen man golgctungen jiel^t, allemal unb notl^n^enbig fou:^ 
t^etgent fep muffen, ba^on l^at jtd^ bet Sft. biefeg Sluffafte« gar 
nodfi nid^t öbetjeugen fJnnen; ja et ifl fm ®egent|^eil ber 
STOetnung, baß bte Sftetl^en, fo lange fie a U g e m e t n 
finb, fo baß toebet »on il^tet Äon^etgenj nod^ »on 



6 Stttlettttttg. 

ij^ter T>i^tx^tni iit fRtit fe^n tann, ge|f6trtg ge^ 
^an^ait, nütfitt)ent)tg unb unbebingt aüemal rt(|f^ 
ti^t giefttUate Itefertt mfiffen. S)irö nSJ^tt ju rtOrtcm tjl 
ritte ber Slufgabm, tt)el(|ie ftci^ geflenmärtigc ©pgctt gefegt l^aBm. 

ffiad bte jtt)eite gtage Betrifft, nfimlid^ » o ffnb bte Ouellen 
ber 5>arabortcn beg ^alHU ju fud^en? fo finbet fte bet SBfr. 
»orjugswrife a) in tinm einfeittgen 2luffaffen be« Segriff« ber 
ffluU; b) ttt ber Slid^tad^tung ber gigenfcfiaftett ntej^r beutiger 
i^ber unenblid^ »ielbeutiger Slugbrüdfe; c) baritt, baf e« tu 
ber ntatl^entatifd^en Sfnal^jt«, namentlid^ aud^ in ber SflgeBra, 
Jrf mangelnber Slufmerffanifeit fo leidet gefd^iel^t, baf allge:^ 
ttteine Urtj^rile allgemein umgefe|^rt »erben, mi befanntUd^ 
gegen bie erflen Siegeln ber ?ogif »erftößt, unb ju ben irrig^en 
Slefultöten füj^reit ntu^; d) in rtner nid^t immer ganj rid^tigen 
Se^anblung ber unenblid^en SRri^en; enblid^ oud^ e) börin, baß 
man SH^fultate ate allgemein gültig anfielet unb anwenbet, bie 
nur für fl>erielle gftKe erliefen, unb aud^ nur in benfetten 
fl)eriellen gällen »al^r ftnb. 2)ie« festere ifl namentlid^ in bem 
JoBen angeführten SGBerle »on Äramp ber galt, »el(|er' für alle 
gafultäten (gaftoriellen) bag ©efeft 

angewanbt l^at, aud^ für biejenigen, in benen ber Qxpontnt m 
eine gebrod^ene 3Ä|)f ift wfil^renb unter ben gormein, nad^ benen 
man mit gafultfiten (gaftorieüen) red^net, gerabe biefe für bie 
gebro dienen g^Worellen nid^t gilt, toit man leidet nad^meifen 
fann. © iji bie« berfelbe gej^ler, ben man.begefien »ürbe, 
»enn man bie ©Irid^ung 

(—1)" = CosuTt, 
joeld^e für jebe ganje 3al^l n wa^x ip, aud^ für tin getrod^e^ 
mi n gelten laffen »ottte. gür n = ^ würbe fte j. 58. liefern 

(-1)* = Cos^Tt, i.^. V/^= 0. 

Cbglrid^ aber felbfl »or nid^t iu langer 3<Jtt SCralle« in »mrien 
Sttf^anblungen ber Slfabemie ber fflifenfd^aften ju »erlin \ani 
ben Saluten 1815 unb 1821) bi#fe gclgeruttg »irflic^ geiogen 
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unb in Uiim W^^anilm^tn im (Stnfle lit^mput ^at, iaf 
\/— 1 = fei); fo ftnb bod^ fold^e Serirrungen M im lt\^ 
feten Orfjie; in m\^m gut 3«^* bte nttttl^emattfd^e 3lnal9jt« 
getrieben tt)irb,*) nid^t fo leidet rttel^r ju beffird|iten; bafyit ntög 
»Ott biefer, oben unter e. aufgefül[)rten Utfadjfe ber ^draborien 
bfg Äalfute |yier nwl^t »ctter mt^x bte SÄebe fep. 

SBtr fagten bögegen: a) bie 3bxU würbe l^fiujtg ju etnfeittg 
aufgefaßt. SBetraiä^tet man n&m\i^ bie %xU aU ben Uebergdng. 

öom§)ofttwen jum 9legatwen, fo fann utan jur9iot|^ fagen: „-^ 

fe^ bag UttenbH(i^e"> toeil ntan eg bann in bem ©tnne nel^mett 

1 

lantt; ba^ — bem ttnenbltd^en beflo n&^tx rüdtt, j[e näl^et a ber 

a 

fflnU genommen u^irb. £)od^ tritt bann ber gfaU tin, baf man 
nid^t red^t mx% ob -^ bag pofiti^ ober ba8 negatii> Unenblid^e 

1 1 

tji, toeil TT aud^ bie ©renje beg SSBertl^eS öon — i% fttr ben 

\j "~~a 

^aU, ba^ a ber %xU immer nS|er rüdfenb gebadet »irb. — 
aaäeil aber bie 9iull öiel allgemeiner bie ©ifferenj a— b in bem 
gaUe ))orfteIlt, tt>o a unb b tUn fotoo|I reel atö aud^ it^aginär 
fepn fönneU; mnn fte nur etnanber gteid^ »erben, — fo ift bie 
SWttU l^äuftg aud^ ber Uebergang bom SReeHen jum 3ntaginären, 

1 

ober felbjl tjoirt 3maginSren ^nm Stnaginären, fo baf bann ~ 

auf einmal aU tin unenblid^er ^toi^cl^cn^SlQtxt^ jwifd^en lauter 
imaginären SBertben erfdf^einen xoilrbe, mnn man bie frfi|er 
gebräud^lid^en Slnftd^ten fefl|)alten jpollte. — dint genauere* 

Äenntniß ber 9lull fÖ|)rt aber, wie toir meiter unten jeigen ttjer;=^ 

1 

ben, baj^in einjufelien, baf man -^ im Äalful gar nid^t »or^ 



in feinen <s4riften |)le itnb ha dema^t l[)at, f^nnen toxi une (iter natürlid^ 
gar nid^t cinlaffen, ha fold^ie gan^ fnbiefttv jtnb, ttnb ntd^t let^t »on efitem 
gtoeitnt 3(tt<il9fiefi ii^dS^ einmal toerben (|ema(|t tverbtn. 
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iommen laffen batf, unb ba^ iai Sßotfommm biefer ungeeigneten 
gorm att(|i burd^aud ni^t ntotwirt iji. 

aöir fagten femer: b) bie ^H^ta^tm^ bet ©gentlf^flniltd^^ 
feit mefirbeuttger Slu^brilcfe fü^re ju ^araborien be8 Äalfute, 
unb »ir fügen l^ier l^inju, ba^ biefer (Sntnb ed iji, »eliffer 
in ber oBen angefü|)rten Lecon XI"« ber Lecons sur le calc^l 
des fonctions bed Sagrange ))orn)altet. 3fi nftmlid[) A ein 
ntel^rbeutiger Slu«brudf; ber einen feiner »erfd^iebenenSÖertl^e 
tepräfentirt, ber atier in berfelben SRed^nung, »enn er mt^xtxt^ 
male erfd^eint-, j[ebe«mal einen anbern feiner SBertl^e reprfifen^^ 
tiren fann, fo barf man 

niü^t (p+q)A ^att pA+qA unb 
niti^t A* Patt A^A feften, unb . 

nid^t att« B = A unb C = A folgern, baß aud^ B = C fe^, 
»eil biefe golgerungen nur bann rid^tig feijn ntüjfen, wenn man 
fid^ »or^er überjeugt j^at, baß A j[ebe«nial einen unb ben^^ 
felben feiner SBertl^e öorjiellt. 

@eftte matt j. 23. jlatt 2v/9-f.5^/9 je^ 7\/9, tca^xtnh htt gaftör 1/9 
in 2V/9 bett Sßcrt^ +3, in 51/9 albnr ben 3Btrt{> —3 »orfleW, fo j^attm 
»tr ^att 2.3-f.5(-3) gefegt ±7*3, t»eld[ie« jcbntfaa« falfdif toare. — (gbctt 

fo i^ ^toor itttXJcbtnßt (V/4)^ = 4; baöcgen 1/4-1/4 tjl ttld^t ttöt|^t»enbia 

= 45 tocil ttt bcm $robu!t \/i\/\ btc gaftoren »leUeidjit jttd^t etnanber 
ßleid^ jlnb, fonbern ber eine +2, ber onbere —2 fe^Jit fantt; fo baß man 

fcftntt —4 ale ben rid^tigtn SBertl^ bee ^JrobufW \/l*\/i ne{>men wußte. 

3n ben oben angefüi^rten Unterfud^ungen be« ßuler unb 
?agrange ijl fo gefd|iloffen, nämlidp: 

alfo _ 

{Cosx+V—^^SinxT + (Cojx-y/^^AVi xr 
Go^mx = 2 ' 

(Co8X+V~\ 'Smxf — iCosx-V^\.Simi T 
Sinmx = ^- ^^7-5: - 

©0 rttttfif nun m «ne ^)o|t«»c gattie So^l tft fo lange fmb fctc , 
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folgettbett ©d^lüffe leitier ©d^tt)tertafeit mttmexftn; — fo wie 
tttatt al>er jiatt m eine geBrod^ene S^^l f^^t, i- ©• -3/ f^ P^Hett 

We ^otenjett auf ber redeten (Btitt itx »orflel&enbett gornteltt 
einen il^rer mt^xmn (brei) Sßertl^e öor, unb »enn ntan nun 
i>erfÄttntt, »ie e^ ßuler unb Cagrange iti^an }abtn, bie 
jufammenge|)örigen SBertbe biefet ^Jotenjen l^eraugjufu(|ien, 
fo tt)etben bie ))orfiel^enben Formeln, toit aUe ftl^nlid^en, aOemal 
falfd^e Sftefultatc Ifefern. 

2)iefe ju bead^tenbe 2Äe|^rbeutig!eit ber Slu^brürfe ifl e« ferner, 

wellige »erbietet im Stttgemeinen V/— a« V/— a = (V/^)^ 
(alfo au§ = — a) iu feften, — »eld^e femer ni^t erlaubt 

V/— a»V/— b = — Kab ju ne|)men, obgleid^ fo»o|)l baS 
eine, »ie bag anbere \x^ fielen gällen rid^tig fei)n lann. 3m 
Snigemeinen, unb fo lange man nod^ leine naiveren Unterfu^un^ 
gen angeflellt \^\, muß xs^^n 

y^SL • \/~a = V+ä^ = ±a 
unb \/~h . V—b = \/+äb = =tV/äb 

nel^men, »eil bann bie Sluöbrüdfe jur SRed^ten nod^ eben fo »irf^ 
, beutig ftnb ate bie jur Sinfen, fo baß feiner ber S5Bert|)e jur 
?inlen (mxnnUx ber in biefer Slnt^enbung »ielleid^t gerabe taug^ 
lit^e) verloren gejit. Slu8 biefem ©runbe ifl eg bequem, fo ttjie 
man einmal mit imaginären Sluöbrödfen red^nen muß, ben einen 

ber beiben Söertl^e »on SZ—i mit i, ben anbern bann mit — i 
ju bejeid[inen, unb bie SRed^tÄgen fo einjurid^ten, baß i, fo oft 
fold|ie« »orfommt, jebe^mal eine unb biefelbe ber beiben 

gormen +V^ unb —\/^\ »orflefft. Dann ifl man jeber 
©d^wierigfeit ilber|^oben, unb xam feftt, fo wie xaaxi ti in ber 
®ementar^33ud^flabenred^nung gewol^nt worben ifl, oj^ne mUti 
reg i-i = i* = — 1. — ©0 lange man aber nod^ ganj 
allgemeine Slu«brüd(e fiat, bie eben fo gut nod^ reell wie imagfc^ 
nfir fe^tt fönnen, fo lange ifl mt foldpe ©nrid^tung ber SHed^^ 
nung unm0glid|i. 

3Bir gaben femer c) ol« Quelle ber 55araborien in ber 
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mat^maHii^tn ^na^fii ben ttmflanb an, ba^ man fo fiftuftg, 
ol^ne e« ju iemetfett, allgcnteine Utt^eile allgemeitt umf^rt» 
2)tefen geilet ftc^t man in ber niebern Sllgebra am l^äufigjicn 
gemad^t, obgWd^ S^^l^t, bort U^n^tn, it^^alb weniger auf* 
fattenb ffnb; Mil bte Untetfud^ungen bort meifl nod^ ju ben 
Befonberen gepren, baj^er bte Sftefuöate, ef^e fre gebrandjit »er^ 
ben, jid^ gleid^fam ^on felbjl erjl einer ^Jrüfung unteritej^en. — 
©n Sdti^pitl ma^ für aDe btenen. ©o oft in ber SÖgebra eine 
®r5ße gefud^t ttJirb,,fo fann man nidpt anber« al« fo fd^liefen: 
„©enn bie gefitd^te ®r5ße eriflirt, alfo burd^ eine ganje ober 
„gcbrod^ene unbefannte 3a|^I x auögebrildft i^, fo l^at btefe 
„Sal^l X tjermöge ber SSebingungen ber Slufgaie, einer ®Iei^ 
ff^^Hf J« 35. ber ©leid^ung 

X . X . X . 

a b c 

„in geniigen." — SWan barf aber nun nid[)t.umgefe]^rt fagen: 
jeber ffiertl^ »on x, weld^er biefer ©feid^ung genögt, muß bte 
SlufgaBe Ißfen?? — 2)enn, erlaubte man jtd^ biefe Folgerung, 
fo tt)fire bte« eben fo gefd;loffen, wie wenn man au«: „SlUe 
,;aWenfd^en ftnb jlerblid^" folgern moüte, „alfo jtnb aud^ aUt 
„©terWid^e SWenfd^en"? — ®o oft bal^cr eine algebraifd[ie 2luf^ 
gäbe in ©leid^ung gebrad^t (angefe^t) ifl, fo lann man nur 
fo folgern: ,,Unter ben SBertl^en 5)on x, toeldpe biefer ©leid^ung 
genügen, mti^ berjienige, weld^er bie gegebene Slufgabe löji, mit 
Begriffen fep, totnn tin fold^^fiberl^au^Jt erijlirt. 2)ie 
©leid^ung brüdft ja immer nur Mt einjige ©genfd^aft ber gc::^ 
fud^ten ®röpf an», toä^renb bie Slufgabe gemö|)nlid^ für bie 
unbefannte ®ri>f e nod^ tint ober mel^rere (SReben^)S3ebingttngett 
in fx^ fd[)lie^t, bie nid^t in ber ®leid^ung auggefjjrod^en, aber 
nid^t« bejlo weniger »orj^anben pnb, fo baf ber gefud^fe Baf^len^ 
SBert)^ von x nid^t blof ber ®leid^ung, fonbern aud^ biefen 
übrigen 53ebingungen px genügen l^t. 

©teilt j. 93. X ben füaiinS tint» ÄreifeS »or, fo ifl tint 
flittfd^weigenbe SRebenbebingung, baß x tint !|3ofitit>e gonjeobet 
gebrod^iene 2<¥ f^P w^^- ®*^*t <^^^ ^i^ ®leid^ung für x einen 
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entiigett SBert|> nur, utib tjl btefet ima^Mx, ober negativ, fo 
tp tu Briben pUen, in im U^ttxn fo gut »tc tnbem erflern, 
bte Slufgabc felbjl gerabeju unmöglid^, unb bic frül^rt fo ge^^ 
tt)01[)nltd^e ^ftd^t, al9 bfitfe man baS negattoe SHefnltat nur im 
entflegengefeftten ©inne nehmen, nm bod^ eine StuflJfung bet 
gegebenen Slufgabe ju j^aBen, ifl ate eine (ber irrigflen unb un^^ 
begtüttbetjlen ju bejeid[)nen. 

J)aß ntan enblt(|> d) nidjit mit bioergenten unenblid^en Jftei^ 
|>en (j. 35. nid^^t mit * 

fo lange n pofltio ijl) retf^nen bürfe, ^etjlel^t fid^ in gegenwSr^ 
tiger 3^tt fo »on felbfl, baf wir f)ierüber nid^t« weiter fagen 
woKen. SlHetn wir werben im SSerkufe biefer ©d^rift jeigen, 
baß man mit allgemeinen SReil^eU; bie eben fo gut nod^ fon^ 
»ergent dl9 bioergent fe^n fiJnnen, unb bie baj^er nod^ feine« 
i)on betben ftnb, mit großer ©id^erf)eit red^nen fönne/bürfe 
unb muffe. 

Sefonber« wid^tig erfd^eint un« bie obige brttte grage: 
woran erfennt man,iit Unrid^tigfeit eine« SRefultat«? — Slffe 
Slefultate ber matl^ematifd^en Slnalpft« pnb nämlid^ ®Ui^\xn^ 
gen; — ob nun fold^e rid^tig ftnb ober nid^t, läßt frd^ nur 
bann beurtl^eilen, wenn mat\ gena\t mi% wai eine „®leid^ung" 
iji. $Aben wir aber in unferer matl^ematifd^en Slnal^ji« einen 
entfd^iebenen ©egriff ber ©leid^ung? •— S5er alte: „Ueberein^ 
,,Jlimmung in ber Ouantität " ifl viel ju fjjeciell unb ^a^t gewiß 
für bie ©leid^ungen nidjit mel^r, in weld^en aud^ imaginäre 
SluSbrödfe »orfommen, unb alfo nod^ weniger fttr allgemeine 
©leid^ungen, bei benen man nod^ nid[>t \t>ti^, ob bie Slugbrfidfe 
linf« unb red^t« ^om (=) 3^^^» teeH ober ima^in&x ftnb. 
SBollte man aber, v^it bie« einige 3Rat|^ematifer ber neuem Seit 
ju meinen fd^einen, eine ©leid^ung jwifd^en ima^inSxm ^u«^ 
brüdfeU; al« ein @)^boI an^t^m, weli^e« itoti fold^e ©leid^uu::' 
gen itoi^^tn reellen 3lu«brüdfen »ereinigt, fo pnb baburd^ offenbat 

nur ©leid^ungen »on ber gorm p+q« V/^ c= a+/J*V---l 
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ttfl&xt, M betten üittiiti ttod^ bte Sebtttgttttg geittad^t tfl, baf 
p, q, a tittb /? titdpt tnel^r aUgetneiti fonberti reell fttib. S)iefe 
©letdjiuttg jerfättt batiit utttet btefer SBorauÄfeftung aUtt^ 
Wttgg ttt ittJei ®Iet(|)Uttgett p = a unb q = /?. erflSrt ftd^ 
abtx na^ btefer lefttem Slttftc^t j. ©! bie ©letd^ung 

»eld^e bodfi tn ber ättal^ft« für rid^Hg gel^altett »trb? — SWfißte 
ntati tttt^t flatt be« 5ltt«bru(fg '^f'^^X^} m iMm, jtt^or 

4 — 51/ — 1 

2+3\/^ feftett, um bie ®leid[>mtg 

2+3V/=l = 2+3V/^ 

»Ott ber oWgett gortrt ju erf^altett, toeld^e tiutt ttt btelbetbett 
©letdfiuttgett 

2 = 2 titib 3 = 3 

jerfSnt? — VLm aber 2 + 3 • V/^ patt be« öuottetttett 

2S-i-2\/ 1 

, ■/ ' feften ju fßtttiett, muf tnait i)or|^er erjl tötfrett, 

4— 5v/— 1 

ba^ Betbe Slu^brürfe für einatiber gefegt werbett bürfett, b. |i. 
baß jte eittattber ,,glei(|)" fitib; b. ^. tnati tuuß »orl^er ttjtffett 
»aS „fileid^" tfl, efie tttait att bie txto&^ntt (ej^er ein emjigeS 
pWerfmal aW eitte ©efttttttctt augf})redpettbe) Sltiftd^t ber 
;; ®Iet(|>uttg jtt)if4)eti tmagittäreti Slu^brildfett" gelangeti fatitt. 
2)ajtt f otntttt nod^, baß tuir ttt ber tnatl^etnattfd^ett Slttalpftg j^ftufig 
©leici^uttflett jwtfd^eti allgetnetttett SlugbrildPett l^aBett, tDeldpe 
lefttereti tDeber reel ttod^ ttttagittär ftnb, tt^eil ffe eben fo gut nod^ 
bad tint tt)ie ba^ atibere fep fönnen. Unb io^ muß man aud^ 
tDijTen, mxan bie Sftid^tigleit einer fold^en all gemeinen ®Uu 
dpung erfannt wirb. 

Die SRid^tigfeit ber cbigen fpecieUen ©leid^ung 

23+2 V/=^ _ 



ttjeifl man am ge»iS|pnli(|^flen baburd^ m^, baß man 2+3 \/^ 
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mit bem ®e»tfor 4— 5V/--1 multt^jltcirt unb itin, baf 

ber Dfetbenb 23+2\/^ al« SÄcfultat bet 3»ttW})lffatiott f^ 
ergtrtt. SJiefe« SSetfal^ren tnüffcn wir billigen, aber ton fragen: 
„in ml^tm allgemeinen Segriff ber ©leid^ung" tfl biefe« 
aSerfal^ren allgemein enthalten ober gerechtfertigt? — 3öir fiaben 
aud^ bie ®lei(|fung 



nnb tt)ir »örben ifire SRid^tigfeit baburd^ M(fymi\m, baß tt>ir 

2— 3V/^ quabrirten unb geigten, baß bag SRefultat genau 

ber Sftobifanij — 5— 12V/--1 ber Ouabratwurjel »irb. Mtin. 
»ir mfijfen nod^ einmal fragen: »o ifl ber allgemeine Sdt^ 
griff ber ©leid^ung aufgeflellt, nacj^ »eld^cm wir jebe gegebene 
©leid^ung j>rfifen fönnten, ob fte rid^tig ift ober nid[)t? — ®t^ 
|ien wir aber nod^ einen ©d^ritt weiter, ffiir l^aberi vorf)in 

2+3\/^ mit 4— 5V^^ multi?)licirt; |>aben wir aber 
in unferer mat^mati^^m Slnalppg einen allgemeinen Segriff 
»om „SKulti^liciren", fo baß wirbaran prüfen fönnten, o^ 
unfre SWultiplifation aud^ rid^tig ifl? — S33a« »erflel^t man 
barunter „wenn a mit b multiplicirt werben foU"? — Die 
allgemein fte Definition »om 2Wultij)liciren , weld^e man in 
ben ?e]^rbüd^em aufgefleltt finbet, ift folgenbe: „ti foU ba« ^ro^ 
„buft ab ani im SDtultiplifanben a fo erzeugt werben, Küit bet 
„SWultiplifator b au« ber ein^eit erjeugt ifl." Unb in' ber X'^at 
erf)Ält man ani biefer Definition nid^t bloß 4* 3'=? 12, unb 

nic^tbloß f-l" = §/ fr«^^^^ Ä«^ 3. (-2) = -6, 
(_3).(-2) = +6; |-(-t) = -§ ^^^ 

(— |-V(— l") = +j^, t&it fold^e« nad^ ben ^)raftifd^en 

(Srfafirungen, bie man bei ben Slnwenbungen bed SaVnli %t^ 
tnad^t l^at, überall ridfftig ifl. — Sollte man aber benfelben Se^ 

griff ber Snultij^lifation oud^ auf ben SfaU anwenben, wo V^i mit 
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V/9 nittlttcij)ltrt werben foB, fo mü^tt man, ia \>tx 3MtiplU 

Utox V/9 boburd^ entflanbett tfl, ba^ man bie ©nl^ä 9 mal, 

unb bann bte Cuabrat ^ SBur jel nimmt, (\xm {/^»yQ ju 

erl^alten) V^ juerfl 9 mal, nnb bann barau« bie Onabrat^ 

SBuriel nt^mm. Die« toüxit aber V 4 • V^ 9 = \/(9 • V/4) 

= V^iiS liefern; wa« faftifd^ unridbtig tfl. SBoUte man fid^ 
au« biefem SBiberfprud^ baburd^ ju jiel^cn fud^en, ba^ man 
faflte: ,,eine angezeigte SBurjel ifl nod[! feine ®röße, man fann 
,,bal^er nur bie unte^r ben Surjeln »erflanbenen ®r8f en itel^men, 
,,unb biefe nur mit etnanber multi})liciren wollen", — fo wür^f 

ben wir ein anbere« Seif^)iel vorlegen, nämlid^ V/---4 mit 

V/^ multici})Iiren laffen, »o tin SRefurriren auf bie, unter 
ben SBurjeln vorgejleHtcn ©rö^en nid^t gut m8glid[> ifl, wäfirenb 
ber obige 55egriff be« SWultipliciren« jeftt 

yzil . V/Zg = ]/(-9-V/^) 

geben wiirbe, »a« ebenfall« faftifd^ unrid^tig ifl, in fo fern bie 
»eiteren Äonfequenjen barau« offenbare SSßiberf^rfidpe ent|)alten- 
— Sben fo würbe nad^ ber angefftbrten Definition be« SWulti^ 
^lidren« 

geben, wa« abermal« faftifd^ unri^itig ip. — Unb felbjl wenn 
f* gelänge auf trgenb eine SBeife au^ biefe« 95etf<nel ju bffei^ 
tigen, wo|m würbe man gelangen? — offenbar juleftt bal^tn, 
wol^in wir wollen, nämlid^ ju einem allgemeinen Segriff 
be« „3Wulti}5liciren«", ber na^ ben f^en früher l^er überlieferten 
Slnftd^ten mi jur Qtit nod^ gänjlid^ fe^lt. — SBerben ftd^ aitt 
nid^t fi|>nlid^e gragen in Sejug auf ^Jotenjen unb Sogaritj^men 
tj^un laffen? — 

Die vierte grage: ti>it laffen jid^ W 55araborten be« Äal^ 
fttl« am ftd^er^en ^rmeiben? — fß^rt un« ju ber 9ts>(^tt>enHQ^ 
fett, btti ©egenfianb ber matf^ematifd^en Slnolp^, ferner oBe 
ifire erjlen unb einfad^iflfnöegriffe, ebenf^ »ieWe@<|^lttf^ 
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weifen, We in i^x angewenbet werben, einer genauen |>rftfttng 
jtt unterhielten, ©oldpe^ ^at aber ber SSerfaffer biefer Sogen 
in ber ßeit »on 1811 — 1821 mit ©fer getrau, unb er ^at bie 
Slnfänge feiner Unterfud^ungen int ^afyxt 1816, unb 6 3a|>re 
frätcr m fd^on fe^r glücflit^e« Slefultat in ber (1822 erfd^ie^ 
neuen) erflen Auflage ber beiben erften a:^eile' feine« „a5erfu(|i8 
„eine« öoHfomnten fonfequenten ©Aftern« ber SWail^entatil" befannt 
gemacht. — 3fi aber biefe lefttcre ©d^rifl audp nid^t ol^ne SeifaH 
geblieben — , l^at ber SCbfoft bcrfelben t& m^\i^ gemad^t bie 
folgenben 5 Steile beffelben SÖerfeg liefern in fönnen — , finb 
fßrjere ?el^rbttc^er be« SSfrg. bereit« in jwei unb ntel^r Sluflagen 
»erbreitet, — fo weiß er ftd^ bod^ aud^ nod^ fe(;r gut ju erin=^ 
nern, wie wenig gefehlt ^at, baß er niijt bei feinem erjien Sluf^^ 
treten »on mehreren 2)?at|)ematifern wegen feiner Slnftd^ten ge^ 
tabeju für wa|njinnig erllart werben ift ; in amtlid^en ® utad^ten 
würbe er fogar, wegen biefer revolutionären Sbeen in ber 
SBiffenfd^aft, aU tin gefäb^lid^er 5ieuerer bejeid^net, unb bie 
meijien begnügten ftd^ bamit, entweber im ©tilleh bie %^\tln ju 
judfen, ober i^m öffentlid^ ben Xitel „anmafenb" bcijulegen. — 
Der SSfr. l|>at jtd^ burd^ biefen bamaligen Sßiberjlanb bewogen 
'gefeiten, feine Slnftdpten einer immer wieberl^olten unb wo möglid^ 
nod^ fhrengem ?)rfifung ju unterhielten, — |iat feine äfrbeiten 
baburd^ mel^r abgerunbet unb bem ßrforberniß einer wiffen^ 
fd^iaftlid^en Sinl^eit immer entf^red^enber gemad^t, ol^ne j[ebo(|f ju 
Itnben, baß feine aHerbing« revolutionäre ©runbanjid^t eine we^ 
fentlid^ie Stenberung vertrage ober i^rer bebürfe, ba jid^ nad^ fi^r 
alle frü^r bemerften 2Biberf})rüd|ie auf ba« barmonifd^te auf== 
IJfen, ober, rid^tiger gefügt/ nid^t ein finb en, unb nur bann 
afö aufgelüfl ober befeitigt ftd^ jeigen, wenn man biefen neueren 
®ang mit bem filtern, ben ber SSfr. ben „big^erigen" nennt 
vergleidpt. 

Der aSfr. ifl in biefem Slugenblidf überzeugt, baß er feine 
i^xM^tx mx ru|>ig wirf en laffen bürfe, um nadp längerer 3«* 
feine- Slnftd^iten von ben meiflen fJäbagogen aboptirt ju feigen, 
weil jte ftd^ nebenbei (t^m wegen ber barin vorwoltenben wijfen^ 
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fd^aftlidjfett ©nl^eit) imcfy eben fo große Qinfa^^Ht al« SBe^ 
quemltd^feit für ben Unterrid^t auegeid^nen. 3n fo fem ft(| ober 
3Wat]^ematifer »om gad^, tt)ie j. 55. Slbel e^ gewefeti ijl, mit 
bem ?efen i)on elementar :^?e^Md[)ern, aud^ »enn fte in 
i^ntn in öuellen tfirer klagen »erjlo^ft finben 
fönnten, in ber SRegel nid^t befaffen, fo »erfud^t eg'ber »fr. 
in biefen S3ogen, benfeften feine Slnftd^iten auf eine möglid^fl 
für je unb überjtd[>tlid^e SSBeifc »or Slugen ju legen, unb jugleid^ 
bie »id^tigjien Folgerungen |ieröorjuf)eben, »eld^e ftd^ för ba8 
itd^ere unb notl^wenbig rid^ttge Slrbeiten mit unenblid^en fftti^tn 
barau« ergeben. 

Der ©fr. ifl nämlid[) überjeugt, baß alle bie ®d[itt)imgfeiten, 
benen man in ber mat^öhatifd^en Slnali)ft^ begegnet, einjig unb 
aMn ber allererflen ©runb^Slnjtd^t jujufd^reiben finb, ber 
Slnjtd^t nSmlid[), bie mn jtd^ t)on bem @egenftanb unb bem 
SBefen ber mat^ematifd[)en 3lnah)p felbjl gemad^t ^at Qi 
fd^eint x^m nämlid^, al^ wenn man ba fietö ben 2^td mit 
ben SWitteln, bie angewanbt »erben müjfen, um ben S^td 
ju erreid^en, »erwed^felt l^ätte. Der Qmd iti ÄriegeS ifl — 
ber griebe; roit un})affenb wäre eS aber unb ju weld^en trri^ 
gen Äonfequenjen »ürbe ti füf^ren, wenn man ju altgemein 
fagen tt)ollte: „ber Ärieg fei) bie ?el^re »om ^rieben", ober 
„ber Ärieg befd^äftige fid^ mit frieblid^en Dingen?" — ©omag 
ber 3tt>^dC ber matl^ematifd^en Slnal^ft^ »ielleid^t jebe^mal nur 
bie aSergleid^ung ber ©rößen [ei)n, aber t& toiberjhebt ben 
«njtd^ten beg SSfrö., fobalb, man fagt: „bie 3Watl^ematif (alfo 
oud^ bie matl^ematifd^e Slnal^jtö al« Stl^eil berfelben) fe^ bie 
;,?ebre von ben ©rößen." — Der asfr. l^at im ®egent|>eil 
ftd^ gejtoungen gefef)en, bag SBefen ber matl^ematifd^en 2lttaU)jtg 
»iel abjlrafter auftufajfen, unb er glaubt ber SBaj^rfieit »iel nS^ 
5er JU lommen, wenn er fagt: bie matj^ematifd^e Slnal^jtd fe? 
bie „Sebre »on bem ffierl^alten berjenigen (fteben) (95erflanbe«s:) 
„X^ätigfeiten ju einanber, auf weld^e bie SBetradptung ber 3a|>l 
f/(ber ganjen, unbenannten) ftt^rt", b.|i. alfo: „bie Se^re i^on 
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Slu« biefcm ®eft(ä^t«j)unft angefel^ett, jieHen bte gomm 

a . b b 
a+b, a — b, a^b, ^f a / V/a, Zog^a nid^t ©röfen, 

fcnbem ffierflanbeg^Xl^ättgleitett (in ber ©d^ulftjrad^e: 
^^angeietgte Oj^nrationen") »or, «Jrtd^e unter fE^ in SSejtel^utt^ 
gm flehen, bie burdp ;,®Iei(ä^utigett" au^gefprod^en »erben. 3ebe 
,,®leid[)ung " tjl eine fogenannte ibentifd^ie, unb jiebe foldpe ®Iei^ 
d^ung brödft nit etwa« anbere« ani, aU baä Set*^ 
l^altcn ber Operationen ju einanber, fo ba$ jiebe neue 
®lei(i^ung baffelbe äJerfyalten nur in einer anbem 3Hobi|tfatton 
au8ft)rtdpt.*) J)ie« gilt nfd^t allein für jiebe S9u(i^jlaben^®Iei^ 
d[^ung, fonbern aud^ für jiebe 3iffem^®leid^ung, j. SB. audp für 
bie ©leid^ung 65+24 = 89, nur ba^ bei leftterer bie 5Bebeu=* 
tung ber einjclnen ^ifftxn nod^ Jiinjugetreten ifl, fte. feftfl alfo 
nid^t tttef)r in i^xtx urf|)rünglid[>en Sleinl^eit ba flef)t, »eld^e« nod^ 
ber gall fe^n töflrbe, »enn man fie fo fd^riebe 

65+24 = (60+20) + (5+4). 

2)enft man ftd^ nun biefe ©leid^ungen in i^rer einfad^jlen 

®eflalt a. 93. a-(b~c) = a-b+c; i^^ = ?^-^, 

c c c 

(a+b)c»= ac+bc; u. f. ». f.; fo l^at ntan bie einfad^en 
®efe^e , nad^ benen ftd^ bie iDperationen (b. f). biefe SJerjlanbe«^ 
S;|)Stigfeiten) rid^ten; — unb bie Slnwenbung biefer ®efe^e jur 
©Übung Jteuer unb jufammengefefeterer ;, ®leid^ungen " ntad^t 
ba« ,,9led^nen" au«, in. »eldfiemSBegriff alle« unb jiebe« 
Sled^nen, ba« gemeinjle »ie ba« f<)fttejie, tni^alttn ift. 



'') ^te fogettatttttcn algebraifd^ien unb tranfcenbenten ©lett^utt" 
fien (tDcId^e ber Sfr. Sefiimmuttgd'^Iei^uitgen genannt Ij^ai) fonnett 
nnr M ibentifd^e d^Iei^^ungen <Sinn unb Sebeutung mtb C^eltung Ijiaben; 
»nb f!e flnb S)on ben ibenttfdjfen bentSefen nad^ gar nidjft, ber Sorm na^ 
aber nur babnrd^ ^»erfd^ieben, ba§ in tl^nen einer ober ntef^rere ber SSuc^jiabett 
befHmmte (Ui ber Siegel unbef annte) ^In^brudfe «orßeUen, bie flatt biefer iBud^" 
ffaben gefetzt gebaut tverbe» muffen. 
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di girtt nur (untmannte) ganje So^Wtt; — ttjae im pt(ä^ 
ii\^^n Äalful nod^ unter bem Slawen ber 3^61 ot>er ber (Sxb^t 
(ber negativen, ber gebroii^enen, ber imaginären) erfdpeint, iai 
ijl eben nid^t^ anber« atö eine SSerbinbung jtt)eier ober ntel^rerer 
ganjen S^^tn mit etnanber ntitteljl ber erttJä|)nten SSerjlanbeg^ 
Jtlpätigfeiten b. ^. ntttteljl angezeigter Operationen. — @^t man 
aber urfptiftnglid^ 5>on ben gonjen unbenannten ^o^lm ani, fo 
läft ft(|i bie SDifferenj a— b entweber auf tint ganjc 3a|l ju^ 
tiltffül^ren, ober — fte bleibt felbfijiänbig, imb im It^tmt gittt 
giebt fte ben Segriff b— b ober 5«un (0), ober ben ©egrf^ 
0— (b— a) ober 0— c, ober — c (inbem man ftd^ bie 9luO 
atö SWinuenben ber ©ifferenj bloß baju benft unb fold^e ni^ 
ju fdpreiben ^)fllegt). Sludfi bie gorm O+c, bie gewCl^lidp 4-c 
gef (^rieben toirb, fann man ft^) nun beulen.- — SPber +c unb 
— c unb frnb »eit bat)on entfernt „©röfett" wrjufleCen; 
fte brfidfen im ®egent|^l nur baa S)afe9n »on 3a|plen ^ Serbin^ 
bungen (b. |i. ^on ffierflanbeg^SCl^ätigfetten) au*, bie fti|> m^ 
befHntmten ©efe^en rtd^ten, fo baf gerabe beö^alb mit biefett 
Slu^brüdfen felbfl gerechnet toerben fann. 

(Sbm fo läßt ft^ ter Öuötient -g- ober -^ entWeber auf 

eine jjoftti^e *ber negative ganje 3# <?t>^t auf bie Slutt ju^ 
tfitffftj&ren, ober tx bleibt felbflfiänbig ; im lej^tern gatt entflel^en , 
bie ©egrife ber gebrocfienenS^l/ fo »ie ber <)ofitib unb 
nt^aii^ gtbto dienen. ®iefe gebrodpenen So^¥^^ P«*» <^l^/ 
nac^ biefer Slnfldpt, ni#t ,,®r%n^ fonbern Slu^brfidFe^ bie 
ba« Dafep wn SSerfianbe^^^SH^äHgleiten befunben, tt)el(|e left^ 
tere ftdp na^ befWmmten Oefeften ridpten, fo baf be^jpalb mit 
biefen SlttSbrildfen ,;geredpnet" ttjerben fann. 

b 

Slber aud^ bie aSJuriel l/a läßt fi^ entWeber auf eine frü^ 
|ere Sorm (b. ^\ auf eine ^)ofttibe ober negatioe ganje ober ge^ 
farodpene ^a^l ober auf bie Slutl) ^jurödffüfiren; ober — fte bleibt 
felbjifiänbig. 3mie$tern gall läßt fte fid[i aber immer auf bie 
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i^ äffe SluSbrtidfe, ml^t feftfiflänitge SBBttrjdn entl^Altett, bte 

gormp+q-V/— 1 annelmd. — S)er Cogarttime fog-a 
enbltd^ ijl (im SSefonberen) nie felb,ftfianbig, fonbern läpt ftd^ im^ 
tner auf eine teelle B^l^l (b. ^ öuf ein^ ganje ober gebrod^ene, 
p^fxim ober negative ^a^ ober auf bie 3toff), ob^r bod^ auf 

We intaginare 3#^ i>- 1^- <iuf bie gorm p+q«V/^ ju^ 
rütffil^ren. 

9la(ä^ biefer Slnfid^t finb alfo bie fogenannten 
reellen ^a'^ltn eBen fo wenig „®röfen" tt>ie bie 
imaginären. — 2)ie reellen wie bie imaginären 
Sal^len jlel^en l^ier in einer jtnb' berfelten Äategorie; 
fie finb Beibe ni(|>t^ anber« aU felBflpänbige gor^ 
men, b. |i. angezeigte Operationen b. |^. gebadete, alfo 
»irllid^e SSerBinbungen ber S<^^^^ mitteljl ber er^ 
»äl^nten SSerflanbe« ^^SlBätiffleiten, b. |). SluSbrüdfe, 
toeld^e biefe aSerjlanbeg ^ S;j)ätigfeiten ^erBilblid^en, 
'»&|irenb lefetere nad^ Be|iimmten,,in „©leid^ungen" 
au*gefprod^enen ©efe^en, fid^ rtd^ten, fo ba^ biefe 
©efe^e angett)anbt »erben lönnen, b. |>. ba§ mit Ht^ 
fen $ltt*brädfen „gered^net" »erben iann* 

3la^ gefd^el^ener Slnbeutung biefer affgemeinen Slnftdfiten 
muf.nun gejeigt »erben, »ie biefen aBjlralten Segriffen m 
fejler SCräger unterliegt. Bu^Örber^ mu^ mm aBer Bebenlen, 
baf nad^ tiefer Slnftd^t bie gotm be« %Vi&iwäi ju gleid^er 
3eit fein SÖeftn tfl. — J)ie ^oxm verloren — alle« i)tr^ 
loren. — ^ie gf rm iti Sluöbrudfg tji alfo ber SCräger be« 
SSegriffe«, unb bie biefer g^^rm pr ©ebingung gtmad^ten (£i^ 
genf d^aften fmb bie SRerfmale bejfclBen. Änblid^ ifl in ber 
Sejlimmung: »eld^e neue gor m jiatt ber alten, gegeBenen gefefet 
»erben fann, — baS SSerl^alten ber Operationen px einanber 
auögefprod^en; bal^er l^at bie gefammte mat^mati\^t Slnah)ftg 
e« nur mit ber Umformung gegeBener gormen ju tl^un. 9lid^t 
®r8fen fonbern gormen ftnb~ beöl^alB ber ©egenjianb ber 
mat]^ematifd[)en Slnalipjt«. . 
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Sial^er erflaren t»ix bie <Summt ali tinm ^niitviä ^on 
Ux gorm a+b, ober a+b+c, jc 2C. begabt mtt ber Qi^m^ 
^^aft, ba^ tn t^r bie ©emente a unb b, ober a, b, c, jc. nrit 
einanber beliebig »ertaufd^t »erben lönneit, b* |^. ba^ b+a 
flatt a+b, ober, ba^ bie neuen formen a+c+b, b+a+c, 
2C. :c. flatt 'ber alten a+b+c gefeftt »erben fönnen, ol^ne ba^ 
man babet befttrd^ten muß, baburd^ ben ©efe^en ber Operationen 
(b. 1^. ben ©efeften ber l^ier ju betrad^tenben SerflanbeS^S^j^ätig^^ 
Jetten) ju »iberfpredpen. 

55a]^er erflären mx bie ©ifferenj ate einen Slu«brudf »on 
ber gorm a— b, begabt mit ber ©genfd^aft, baf (a— b)+b 
mit a [elbji »ertaufd^t »erben fann. 

Salier erfl&ren »ir baö ?)robult aU tintn ?ltt«brudf »on 
ber gorm.a-b, a-b-c, k. jc. begabt mit ber bopjjelten ©gen^ 
fd^aft, einmal baf in il^r bie Elemente a, h, c, :c. beliebig mit 
einanber »ertaufd^t »erben Wnnen, unb bann baf aud^ (a+b)-c 
mit ac+bc t>ertaufdpt »erben Um,*) ol^ne baß man babei ju 
befßrd^ten l^at, baburd^ ben ®efe$en ber £)})erationen (b. f). ber 
i>on ber ganjen ^a^ abflrabirten aSerjianbeg^SCl^fitigfeiten) ju 
»iberfpred^en. — 

Dal^er erflSren »ir ben Ouotienten al^ einen ?lu«bru(f 

i)on ber gorm ^, begabt mit ber ßigenfd^afi baß ^«b mit a 

felbfl »ertaufd[it »erben fann. 

Sluf eine ä^nlid^e SBeife muß bie $otenj a* al8 tin %ui^ 

brudP erflfirt »erben, ber biefe bejKmmte gorm l^at, unb ber 

ent»eber anbere Slu«brfidfe »on bejlimmten ©genfd^aften, ober 

biefe ©genfd^aften felbjijlänbig repräfentirt. 

' 35ann erflären »ir bie SBurjel alg einen Slu^brudf von 

ber gorm l/a, begabt mit ber ©genfdpaft, baß Vl/a/ mit a 
felbji »ertaufd^t »erben fann. 



*) Die stoette btefer Stgenfd^aftm Sprint ben 3ttfatnnten]^mtd Ui fx^" 
biiftd mit brr (Bumm attO. ^U rrßerr (StgettfclK^t |iat aber bad 9)robuft 
mit ber ®\mmt gemein« 
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QnVli^ ttMxtn mir bm Sogarit lernen ali einen Sludbrud 

öDn ber gorm tog-a, begal&t mit bet ©genfd^ap:, baß bv^«-»/ 
mit a fettji »ertaufd^t »erben lann. 

Jlttd^ gfefifleHung biefer aßgemeinflen SSegriffe ber (Summe 
a+b, ber ©ifferenj a— b, be« ^robuft« a.b, beSGuo^ 

iUnttn ^, ber ^otenj a"*, ber SBurjel l/a, unb beS io^ 

h 

garitj^men logsi, laffen ft(|i nun bie Segriffe: „abbiren", 
,,fubtra]^tren", ;;multipliciren", „bi^ibiren", ,;^)0^ 
tenjtren", ,,rabiciren" ober ,,ti)urieln", unb „U^axit^^ 
miren" (a ju, öon, mit, burdfi b) baburd^ ganj allgemein fejt^ 
fieHen, ,,bag man barunter ref})elti»e bie Xl^ fi t ig leiten »erjlel^t'^ 
mitteilt mlcfytx „ik\t 7 formen geWlbet »erben". — . bh^ 
jeftiö angefel^en befleißen alfo biefe X^ätigleiten Bloß in im 
|)inf(i^reiben biefer ßeid^en a+b, a— b, k. k. 

©eil aber ^Begriffe nid^t »iberf^jred^enbe SWerfmale in jtd^ 
aufnel^men bürfen, fo muß man bei ben Segriffen be« ?>rbbuf t« 
unb ber ^otenj »or allen S)ingen barauf feigen, baß jtd^ nid^t 
bif; jebem berfelben beigelegten iopptUtn unb breifad^en dU 
genfd^apen »iberfpre(|>en. — 3n fo fern jebod^ ju ber 3^it, m 
ber Segriff be« 5>robuftg feflgeflellt wirb, (ba man urfprfinglid^ 
»on ben unbenannten ganjen 3a|>len auggel^t) nur bie ganje 3a|il 
ober bie felbfijiänbige ©ifferenj a-^ß jweier (fold^er unbenann^ 
ten, ganjen) 3af)Ien »orfommt, fo barf m,an nur »or|>er bie 
f})eciellen Segriffe beg ?>robuft3 ab fejife^en 1) mnn a unb b 
ganje 3a]^len, unb 2) »enn a unb b Dffferenjen ganzer 3al^len 
ftnb, unb für biefe fpecieüen ^robufte bie SWid^teriflenj be« ju 
fürd^tenben ®iberfprud^g nad^weifen. — 3^ ber S^ü aber, m 
ber Segriff ber ^otenj fejigejleUt »irb, ba l^at man fd^on ben 
(nid^t felbjiflänbigen unb aud^ ben) felbjiflSnbigen Ouotienten 

"3^, bejfen Divibenb unb 3)i»ifor fold^e ©ifferenjen ganjer 

3a]^len jtnb; b, ^. mit anbern SBorten, man \ai bereit« bie fo^ 
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Cj/tnatMt reelle 3a]^I, mtt meldfiet nrnn nnlft in Sß{berf))Ytt^ 

jeratfiett barf. 

Slm f(|>it)fertgflen Weibt autfi ttad^ btefer Ättjtii^t ba8 girfrm 
be« IBegriff« ber „ Olettl^ung " ; benti »enn wit aud^ ben 3»e(f 
ber ©Md^mtg eben fdf^on entf^^ieben ditf$ef})irod^en ^ahm, — 
wenn »tt banad^ ött^ befmtren lOnnen: „ioni Sln^brifafe b. ^. 
„jwef formen (jwef angezeigte Operationen) jtnb einanber gleid^, 
„wenn fte unbebtngt für einanber gefegt »erben föniren, Dl^e 
„baß ntan babur(^ befürd^ten ntu^ ben ©efeften ber Operationen 
„iu tt)iberfpre(|ien", fo ntfiffen »ir bod^ entfd^tebene änf ere Äenm^ 
ietd^en baten, an benen bie Slid^tigfeit ober Unrid^ttgf eit einer 
©leidfiung erfannt »erben fann. SWan ftefit alfo au^ in SSejug 
-auf bie ;, ®leid[iung ", wit furj öor|)er in SSejng auf ba« ,,?Jro:=^ 
buft" unb bie ,,?>oteni"; ba« Sebfirfhiß |)er»ortreten, biefe fiier 
vorläufig im Slttgcmetnen iufantmengejleCten Slnftd^ten für bie 
©dpule juredfit ju legen, fo baß fte ein in pd^ jufammen^ 
l^ängenbeg ©ebäube bilben, ioeld^e« überall bie gettünfd^te Ueber^ 
jengung gewäfirt. — Setrad^tet mein aber j»et SludbrüdPe, »eld^e 
im äßlgemeinen einanber gleid^ ftnb, int Sefonberen, dfo in 
im ^aU, m ^att aßer S5u#aben befHmmte 3iffem^ffiert|ie 
gefegt »erben, fo läft fid^ bann axü beut ©egriff ber ©leid^ung 
allemal nad^weifen, baß beibe gleid^en ^udbrüdFe enttoeber nnt 
itttb biefelbe imaginäre 3a|l p+q*V/^, ober tint unb 
b { e f e l b e reelle ^a^ »orpeUen. 

99enn nad^ biefen ^nfld^ten bie gefammte mat|[)emattfd|ie 
5lnal9fi* e« nie mit ber „®röße" in t^un j^at, fo Wnnen in 
i^r aud^ ni^t bie Segriffe „größer'' ober „f leiner" öorlommen, 
ober bod^ nur in einem ganj uneigentlid^en Sinne. Unb fo ifl 
e« and^. — £)en 3upÄnb zweier reellen 3a|^len aunbb, 
in »eld^em a— b einer pofttit>en 3# gW<l^ toixi, bejeid^nen 
»ir babitrd^, baß »ir fagen „a fe^ größer al« b " ; — unb »enn 
»ir fagen: „a fe^ fletner al« b", ßo feften »ir »ieber borau«, 
baß a unb b reelle S^^m jtnb, (b. |^. bloße formen, bloße an*^ 
gezeigte Operationen, au« urfprünglid^ ganjen 2a^ltn mittelfl 
ber 4 erflem Operationen aufammengefe^t) unb »ir beaeid^nen mit 



i>exp'p(^^ten ffttUni^M bm ä^flant) bufrt mKm ^^Un a u«b h, 

3# 9l^i# ^^Tb- 

' ^ud^ nad^ btefeir nru^m $[n^d|^t ^j^ren bie ü^ur^eln axa 

p^fiiv&m B<^^ltn juerfl )ur \0^marmlttt ixxationaUn 3a% 

ml^t nt(|tö an^tti iß ald eilte @umme t>cn mtentttdl^ Stelen 

©Uebem, alfo eine !on)>ergente unenblici^e Steij^e. $ie tn^tl^e^ 

ntdtif^e älnal^ftd barf ahtt nie Ütäf^erungd^aBertlie anerfennen, 

fonbem ^rl^t bie irrationale 3i^l atö ^ine n^itHi^e une^bli^e 

3tei^ an, bie, tUn n>eil (ie ni(|it (iHxiifyt, aldter ge^^ 

naue SSSertj^ gebadSit mirb. 

3n ben älnmenbungen ber ntatj^ematif^ien ^nal^ft^ )ttr 

„Btx^Uii^mQ ber ©riefen'' ntacfit ftd^ bied na(|i|ier anberä. 

3ebe ®r0fe t^irb junfid^fl burd^ eine gan^e, bann aud^ bnr(| 

eine geirod^ene benannte 3# ^orgejiettt. SBiK ntan, fo Un^ 

nen aud^ negatii^e l&enannte 3^^^^ eingefül^rt »werben; bod^ fann 

bieg immer nur in fe^r feltenen %SXim gefd^ej^en; unb ata (eften 

gefdf^iel^t ti gar nid^t. S)ie Benennung ober bie ©nlieit ifl bei 

ben benannten 3^^^^^^ aUmal im SSorau^ f^^g^ff^^t, nnb tS 

fomm* nur jebeömal nod|> barauf an, bie juge|f$rigen unbe^ 

nannten Qa^Un )u betraclftm, mit einanber )u vergleid^en, ober 

jtt ftnben. -r 3mei ©röfen |)eifen „^Uit^t"', ober bie eine ifl 

gr<(ter ald bie anbere, mm fte bei^e burd^ tiu unb biefelbe 

unbenannte 3^'^!/ ober wenn bie nnt burd^ bie „gröfere'^ m^ 

benannte Qa^ au^gebrüfft ifl:, (in bem ^inu genommen, toit 

foldiier furj »orjier für reelle 3afylen benimmt »orben ifl, 

unb) unter ber ä5prau$fe$ung, bie n)ir fiier immer fiiQf(|itt)eigenb 

mad^en, ba^ bie mit einanber )u )oergleid^enben ©rü^en a(d 

fold^e Benannte 3al^len au^gebrädft gebac|>t »werben, ml^t ftcfi 

auf eine unb biefelbe Benennung bestellen. ®ne red^t fltint 

®xa^t »)irb alfo burd[i eine red|it Mnc reelle unb ))ojtti))e 3a|^l 

audgebrftdft. — 3e{gen nm bie älnu^enbungen, baf man tint 

fefir Heine ®röße gegen tint anitxt außer Sl^t laffen fann, fo 

fann man natürlicff aud|i in biefer Slnn)enbung bie fej^t 

leine unbenannte ^aHl, n^eld^e erflete ^orjleSt, gegen bie m^ 
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I^enmtttte ^a^l, mld^t leitete audbrfidCt, aitfet Sld^t laffen; unb 
itt fo fem Um man bann aud^ 9lfi|)etung8^SB^rt|)e feften/ 
Patt einer irtattonalen ßal^l; ober fiberl^au})t jlatt einer gegel^enen 
3a|)l; [obalb /? ein Slä^erungg^SBertl^ »on a bann genannt . 
»irb, wenn /?— « ^ofttiö ober negatit) aber an jtd^ fe|ir Kein i% 
ßnili^ nittf ntan in ber ntatl^ematifdjien Slnal^ft« »on ein^ 
anber unterfd^eiben 1) bie ganj aUgenteinen ?e|iren, b. b. ba« 
ganj allgemeine SBerl^alten ber Operationen ju einanber, too bie 
»ebeutung ber einzelnen 53u(|ijlaben ganj unlbefiimmt gelaffen ift 
^on 2)'ben fd^on ntel^r b efonb er n Unterführungen (wol^in j.SB. 
bie SSetracirtung fonvergenter Steigen; bejlimntter 3ntegrale, unb 
bgl. gel^ören), bei benen man ben ©uc^flaben bereit« befonbere 
SBebingungen untergelegt l^at. S)ie erjleren b. 1^. bie ganj aU^ 
gemeinen Seigren, ent|>aÖen au§ bie gan^ allgemeinen unenbli(^en 
gieil^en, »el§^e, eben »eil jte aEgemein ftnb, »eber afö bivergente 
nod^ aW fott^ergente bejeid^net »erben fönnen, wSl^reitb bie m^ 
fentli#en Slntt>enbungen ber mat^ematifd^en Slnal^ftg biefe all^ , 
gemeinden Seigren be^l^alb am meiflen in Slnfprud^ nel^men, 
»eil man fo l^fiufig mit Unbefannten red^net, bereu SBerbinbungen 
unter ftd^ unb mit 95ef annten meijl gar nid^t bergejlalt beurtl^eilt 
»erben fönnen, baf man im SBorau«, nod^ el^e man ba^ 
mit red^net; ju bel^aupten im ©taube »äre, »eber baf jte 
reell, uod^ ba^ fte imaginär ftub, — ober ba^ bie et»aigen 
SRefl^en, »eld^e fold^e SSerbinbungen entl^alteU; fon^ergent ober 
bi^ergent jtnb. |)ätte man nun nid^t allgemeine it^xtn, »eld^e 
un« bie Ueberieugung »erfcfiaffen, baß man mit folc^en allge^ 
mtintn 3lu«brfldfen bod^ rid^tig „red^ne", fo »ttrbe man ba« 
SRed^nen felbfl ganj unterlajfen muffen, alfo gerabe baffelbe SRed^^ 
neu, beffen 3»edf ifl, bie Unbefannten uadp unb nad^ ju finben. 
^Dürfte mau alfo'j.S. mit uneublid^en gleiten nid^t ef)er red^uen, 
ftig bi* ntan i^re Äon^ergeuj außer 3»eifel gejiellt l^at, fo »ürbe 
man man^^ ^^i> ^i^^ Sln»eubungen beS Äalfute ganj untere 
laffen müffett. 

Um bie« nur burd^ ein einzige« SBeifpiel nod^ in et»a« in 
Erläutern, betrachten »ir ben Xai^lor^fd^en SeMajj 
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SBetttt Wejetttgen Slttalijflett IRed^t l^ätten, »eld^e 6e|)attt>ten, bap 
man i^n nur bann anwenben bütfe, wenn er tint iomtx:^ 
gente füti^t Wlbe, fo ttJürbe man bic 35tfferent{al=^Äoeffijtentm 
df^ ober f^; d*f^ ober t^, je. je., nur unter ber SBorau^fe^ung 

gebraud^en bürfen, baß fte jcbeSmal reell fe^en. SBie oft loenbet 
man aber ©lei^^ungen an »te j. S. 

Ober d(e*0 = i*e*'; dKe") = -e", tt)0 i b{e\/=^ »orjlellt? 
— aWan fann fxtiliify ben 95egrif ber Äon^ergenj fo »erattge^ 
meinem, baß er aud^ für Stetigen haud^bar tjl, beren einzelne 
©lieber imaginär ftnb; allein fo roit man bieg tl^ut, fo Begegnet 
man, mi bie Stl^eorie betrifft, neuen ©dpnjterigfeiten, o|ne bod^ 
bie alten befeitigt ju l^aben. 

S)od^ iooKen wir in biefem SlugenblidP uns nid^t weiter 
auf bie unenblit^en 9leif)en einlaffen, fonbem ias für unb 
wiber big ju bem Slugenblidf »erfj^aren, m unfere Slnjtd^t 
be« Äalfulg ju^or fd^ulmäßig begrünbet fep wirb, um bann 
bie' unenblid^en Stetigen nad^ berfelben Slnftd^t grfinblid^er be^ 
ixa^ttn itt fönnen. ©iefe Einleitung follte nur barauf auf^ 
merlfam machen, 1) baß, wo mit Unbefannten gered^net wirb, 
man wfi^renb ber Sled^nung l^auftg burd^au« nid^t beurtl^eilen 
Wnne, ob bie SReil^en, mit benen man ju tl^un l^at, lon^er^ 
gent fe^en ober nid^t; eben fo w?nig aU man ani berfet 
ben Urfad^e wfil&renb ber Sled^nung oft burdpaug hi^t wiffen 
fann, ob ber SluöbrudC mit bem- man eS gerabe ju tl^un l^at, 
reell ijl ober nid^t; gebrod^en ifl ober nid^t; negati» ifl ober 
nid^t; ganj ijt ober ni^t; — 2) baß man bal^er mit unenb^ 
lidpen ^eil^en muß ftd^er redpnen fönnen, aud^ totnn ffe eben 
nod|> allgemein ftnb, fo baß von il^rer Äon^ergenj ober £)it)er^ 
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gettj ttod^ gar ntd^t We Siebe fep fantt; 3)Hf bieSBibet:* 
fpröd^e; beneit man im yi^txn^alHl Begegtten lantt, 
tbreOuelle aUemal nur in ben anererflettSIeinenteit 
l^aJett f önnen unb j^aben, enWtd^ 4) baf bte wn bent aSfr. 
fett 1822 öcHflänbtger au8gef})ro(i^ettett Slnjid^teu ait*tetd^<Jtt bürf^^ 
ten, alle btefe SSBiberfprfiS^e ju befettisen, fobalb nur hxtita>iU 
Kgeg ®nge|iett in btefe 3lttft(|)tett ju |)ülfe lommen n>iff. 

QpS ttJtTb aber ber SSfr. tiutt junäd^fl feine Slnjtd^ten ntd^t ^ 
hur furj iinb entfdpteben au^fpret^en, fonbern aui^ biefelben- 
fd^ulgered[it ju begrünben bentöj^t fep. 



S)ie mat|iematif(j^e Stnal^fi^ 

in il^item SJerl^altttif jur ©d^utc* 



Dag aSetl^attett bet 4 erjfem ©perattottett ju einander. 

Slemrtttat s SHdelbta* 



2Q 



§.1. 

3tietji gelten ttJtr^on fem (w^enarinten ganieti) Qd^lm au^. 
3tt)et berfeftm, a unb b, laffm ft(i^ in ritte 34^ « bi^tgcflaU 
vereinigt benfm, fcaß c fo viele ©n^eiten l^at, aU a unb b ju^ 
fauimen; unb bann fann ntan, wenn c unb b juetfl gefegt ftnb, 
»teberum an bte 3# a benfen, bfe ju b abbtrt, c »teber ^{eBt. 
S)tefe beiben ©enfs^®ef(i^afte nennt man nun iai Slbbtren 
(a ju b) nnb baS ©ul&tral^tren (b »on c).*) S)iefe J)enf^ 
®ef(i^äpe, ml^t man au^ (fßtxfiatibti^)D^txationtn nennt, 
bejrid^nen toix burd^ (+) unb (— ), unb bte gebacfiten 2(^^tn 
feftfl burd^ a+b unb <;— b. ®iefe Ui^ttxtn gornten al&er 
(unb nid^t bte baruntet vetfianbenen 3<i|)lc^) nennen- wir U^ 
i%li^ Bnmmt unb 3)iffereni. — Cbjeftit) angefel^en befielet 
alfo baS Slbbtten unb ©ubtra|)tren in nid^t« Slnberem ali 
in bem ^infd^reiben biefer goirmen a+b unb c— b. 

§.2. 

ds folgt |ierau8 fogleid^!, baf wenn bie ©untnten unb 
i)ifferenjen wtrüid^e ganje Qa^Un »orflenen, bann 



*) SBir ma^ett'bm geneigten £efer nod^ in^d 93efonbere barauf auf- 
merlfam, ba§ man bei bem <^treben nad^ fhrengßer SBedtünbung einer ^if-« 
fenfd^aft, n i (|i 1 9 isorau^ fe^en barf. ^alj^er toirb l^ier felbji bad gemeine 
Siffem^Sflec^nen bnrilan« nii^t s>exau^t\tit, fonbent fold^e^ nimmt ttft 
\päin feine ©teile in bem Q^ebaube ber gefammten iEBiffenfd^aft ein. — 9Sa0 
man inbe$ bort abbiren nnb fnbtra^iren nennt, ift in ber X^at fein 
^bbiren unb ©nbtral^iren melj^r, fonbern nur tixi Umformen ber bnrd^ baft 
loirflidife abbiren nnb ba« toirlliilfe ©nbtraffiren er(^altenen gönnen 24+35 
ober 35— 24, in bie neuen Sormen 59 itnb 11. 



} 



so (£rjle«Äat)M §.2—3, 

ien. Segriffen beö SlbWren« unb ©ubtral^treng gemä^, a+b 
tittt b+a, — femer (a+b)+c mit (a+c)+b unb mit 
a+(b+c), — enblid^ (c— b)4-b mit c, »ertaufdpt »erben foun. 
Slennt man bal^er jttnä# jwei fold^e formen ober 31 ug:^ 
brfide einanber „gleid^", welche eine unb btefelbe (unbenannte 
flftnje) 3al^l bejeic^nen unb »eld^e begl^alb ben ©efeften ber 
£)})erationen gemäß mtt einanber »ertauft^t »erben fönnen, unb 
gebrandet man iai 3^i^^^ =f v^ta bie^ au^iubrödfen, fa l^at 
man fogleid^ 

1) a+bsb+a; 

2) (a+b)+c = (a4-c)+b=a+^-+-€); 

für bie ^ftbition, — unb 

3) (a~b)+.b=:a 

für bie ©ubtrolton *. 1^. für i^ S5et]^«Ittttf m miüm. 

§.3. 

fBiU man nun ben ®egenfa^ i»tf4ieit btr älbbttit^n unb 
ber ©ubtraf tiw unb ilber^auipt bo8 aSerl^alten biefcr beiben Ser^^ 
flonbeS^SCI^iätigfeiten ju einanber ganj aUgemein auffaffen, fo 
muß man wr allen Singen bie Segriffe ber „Summe ", ber 
„35ifferenj" unb ber ;;®leid^ung" »erallgemeinem, um nii^t 
mt^x barauf a^ttn ju muffen, baß bie Sböbrfidfe »ttlßd^e 
(ganje, unbenannte) 3al^len öorfWtten. Qu bem (Jnbe »nfle^t 
man unter ©umme a+b, ober a+b+c (o|ine fid^ mel^rum 
bie Sebeutung ber einzelnen Sud^aben ju belilmmem) bie bloße 
gorm, begabt mit ber ©genfd^aft, baß in i^x bie ©umwanben 
in beliebiger Ctbnung gebaut werben Wnnen; unb unter S>if^ 
fcrenj a— b »erflel^t man nun auc^ bie bloße gorm, begabt 
mit ber ßigenfiiliaft, baß man überaß (a— b>if-b mit a felbfl 
5)ertaufd^en lann.*) aSerflel^t man femer unter Slbbiten unb 
@ubtral^iren nod^ immer ni^it^ »eiter a]ß baS Silben biefer 



^) Die SXffercitt} a*~b npt^tnM olfo bie (ü^ttt\6f^ (imb bomta^ 
leben ^uibtvid, bev biefe (£%ett{«^<ift ^fit), ia^ toeim ber @ubteafiettb b 
Stt i|^r , dbbirt tvirb, bann bei? Winuenb a tviebei: tmmU 
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formen a+b/ a-Jb, — «Ifo, oBjeW» aftgife^; tag Möge 
$tttf<i^reibett berfetten, — fo ftnb Hefe le^lern begriffe mit 
teneK ber ©öwme mi ber Diffetenj felbfl aügleid^ »erattgc^ 
weinert. 

SRennen tt)ir enblid^, — \m für biefe allgem einen ©um^ 
wen unb Differenjen aud^ einen (tUgemeinern 93egriff ber ;,®lei^ 
t^^ung " jtt ]^al>en, — jtt)ei Beliebige allgemeine Slu^^brücfe b. ^. 
fol(|ie formen (bie butd^ fo genannte angezeigte, aUx »orl^er 
gebadete, alfo »irflid^e Operationen entftej^en) einanber 
//tgleidfi", ttjenn fit, bcn ©efeften ber Operationen gemäg; mit 
einanber »ertauf(|it »erben fönnen, — fo entfielet junäd^jl bie 
grage: xoai ifl ben ©efeften ber Operationen gernftg? — 35a 
aber bie Operationen junSd^jl »on ben unbenannten ganjen 3a!^len 
abfhral^irt ftnb, unb ntan alfo nur mit biefen ganjen 2^^Un allein 
in SBiberfprud^ gerat|)en lann, fo wirb ber 95egriff ber ,,®lei^ 
.#ttg" fo f^jpn mfijfen, baß jwei Slugbrüdfe, »el(i^e .im ä 11^ 
gemeinen ali ,;gleic|^e" anerfannt jtnb; in allen ben be^ 
fonberengöUen, tt)o jte'ganje (unbenannte) 3al^len tjorflelfen, 
aud^ allemal alle beibe dm unb biefelbe (ganje) S^^^l ^^t'' 
fleUen m Äffen. 

Benn alfo i»ei Slugbrörfe ,,glei(|i" finb, fobalb 
man fie, ol^ne ben ©efeften ber Operationen ju »i^ 
berfpred^en, unbebingt für einanJber fe^en faitn, fo 
wirb man bie Oleici^l^eit jweier burdp (angezeigte) Slbbition unb 
(Subtraktion beliebig jufammengefeftter Sluöbrüdfe baran erfennen, 
bdß man nad^toeifl, »ie tin britter SluSbrud eriflirt, »eld^er ju 
jeben ber beiben erflem abbirt, jwei ©ummen l^er^orbringt, 
bie iaiux'^ aUe beibe in einen unb benfelben Slu^brurf 
Übergej^en/ baß man auf fte bie i^ermCge ber ^tptitii>nm ber 
©umme unb ber 2)ifferenj erlaubten SSertaufd^ungen in Slnwen^ 
bung bringt, ober j»ei SCuöbrfidfe für einanber feftt, bie bereit? 
in biefem (Sinnt ali einanber gleic|f anerfannt worben finb. 

§.4. 
9ivii biefen 2)eftnitionen folgt: 
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1) ©inb jwet fol^ie Slttöbttttfe tittent brittett gfeid^, fo pb 
fie aud^ unter ft(|> gleid^. 

2) ®lei4>e foI(|>e Sluöbrilrfe ju rinonber abbirt, ober i)on 
einanber ful>tral^irt, geten »teberum gleid[)e fold^e SluSbrüde. 

§•5. 
SWitteljl biefcr ©ä^e be« §. 4. leiten jt(|> aber au« ben 
©letdpungen be« §. 2.; »eld^e {m.§. 3..alg allgemetne l^inge^ 
pellt worben ftnb, näml{(|i au8 

0) a4-b = b+a; I. (a— b)+b = a; 

unb au? 

1) (a+b)+c = (a + c)4-b = a + (b+c) 

MitnWäli^ Hnt ttniä|)lige SWenge neuer ©leid^ungen ab; na^ 
ntentUd^ nod^ 

n. (a+b) — b = a; UI. a— (a— b) = b; 

unb 

2) (a4-b) — c = (a— c)+b = a+(b — c)= a — (c— b); 

3) (a — b) — c=(a — c) — b = a — (b+c). 

SBerben [old^e ©leid^ungen fpntl^etifd^ atö Sel^rfSfte "fyin^t^ 
peUt, fo fann man jte alle baburd^ betoeifen, baß ntan ju jebem 
ber teiben gleid^ fep follenben Slugbrüdfe einerlei Slu^brudE ab^ 
birt, (unb jwar bie in ben Sluöbrücfen »orfomntenben ©uBtra:=^ 
l^enben) unb nad^weijl, baß ber 2)ejtnition be« §.3. genügt i% 
b. 1[). baß überall tin unb berfelbe Slugbrudf jtd^ ergiebt. — 
giirgenb« aber l^at man ftd^ babei nm bie ®ebeutung ber m^ 
jelnen Sudpflaben ju belümmerU; unb ftnb biefe festeren in ber 
Jt^at, fobalb bie ^Begriffe fo allgemein aufgefaßt 
finb, nur bie SCräger ber £5})erationen , b. 1^. ber SSerflanbeg^ 
a;^5tigfeiten be« Slbbirenö unb m ©ubtral^iren« , lefetere in 
i^xm gegenfeitigen SSerl^alten ju einanber unb felbjljiänbig an^^ 
gefe^en. 

§. 6. 

t)ai, gegebenen ^wätn gemäße Slbleiten neuet Oleid^ungen 
ftug gegebenen, wirb ,,red^nen" genannt.*) 
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Snfo Umat tt)fr von n\m an mit aUm Summen itnb 2){f^ 
fermjctt,;red^nctt", o|^ne ia^ man fiifi um bieSScfeeutung 
feer einjelnen Sud^fiaben (k. 1^. bcr einzelnen Strfiger bet 
Üperationm) weiter ju befümmern brauii^t. 

' §.7. 

|)at man eine ©ifferenj a— b, fo fann a bem b nic|>t 
gleid^ fepn, e? fann aber aud^ a im h gleici^ gebaclJ »erben. 
3n bem lefttern gaH entfiel^en bie ©ifferenjen a — a, b— b, 
z— z, K. :c., tt)el(|)e nad[) ber 35eftnition be« §.3. alle ein^ 
anber gleid^ ftnb, alfo naci^ §.4. 9lr. Iv ben ©efejen ber 
Operationen entf^)re(l^enb , alle für einanber gefegt njerben Wn^ 
nen, unb m\^t man bal^er alle burd^ m unb baffelbe B^id^^H 
(31 Uli) beieid[>nen fann unb bejeid^net. — ®o filiert ftc^ alfo 
bie Slull ein, unb fann in biefem ©inne- femerl^in ge?^ 
braud^t werben. 



unfre £efe( |iiermii Bef^nberd aufmerffam. dx tnÜ^äH a\U^ tfdtt^mnti in 
ftd^; tx lä^t pd^ <^^^( fu^ ^^^ (S^uIgehaudSl audjf mit folgenben Porten aud" 
brüden: r^^ted^nen// ifl ni^i^ anbete ald bie, gegebenen ^notäm gemafe 
^ttfftnbung neuer gf^rnten; toelc^e {latt gegebener formen mit bem 
fdtm^t^tpn gefegt toerben fdnnen, baf burd^ biefe^ iBertauf(|ien ben (Befe^en 
ber jDj)erati0nen ni^t n){berf|)rod^en tt)frb. 

^oU man ^. IB. 24 unb 65 abbtren^ |o erl^^&It man gunäd^fi aud Dbi« 
gern Segriff be0 Slbbirend bie ^i^rm 24+65; nad^bem nun ha^ tf%h' 
biren/' Bcenbtgt unbbad 0lefttItat bed $lbtirene namlic^ bie ^cxm 
24+65 erfialten ift, fo fängt nun bad ttffttö^ntnu an, toeld^ed !etn$lbbtren 
me^fr iß, fonbem nur bad Umformen ber %cxm 2i4+65 fn neue Sor«* 
mm, namli^ juerjl in bU gorm (20 -1-4)+ (60 -i- 5), bann in bie gorm 
(20+60)+(4+5), Ifiierauf in bie gorm 80+9, ober in bie gorm 89, 
lo%enb man bei biefer Umformung, ha fie nadjf ben ®efe^ett ber 
£)|)erationen gefd^ie^t, bad 93etou^tfei)n |iat, baf biefe neue gorm89 
überall unb unbebingt mit ber alten gorm 24+65 !9ertaufd^t n>erben fann, 
b. (|. (in biefem befonberen gaQe) ba§ bie neue gorm 89 feine (Sinl^eit melffr 
ober toeniger begeid^net, ald bie alte gorm 24+65 bereu bereite s^orgefteHt |;at 

SBenn aber burdfi biefpS einfadjie ^eif)>iel l^inreid^enb nad^getoiefen fei^n 
börftf, baf bad (fiier fpäter erft folgenbe) gemeine 3iffwn-9ted^nen, in ber 
oben gegebenen X)eftnitiou bee fSit^ntn^ ent|ialten ifi, fo tt>irb Ui allen fol« 
genben r/S^edS^nungen« bad gleidjie nad^getoiefen toerben lonnen, ober »irl** 
melfir i^ou felbfl in bie ^ugen fallen. 

3 



34 üv^ti ^apM. §7—9. 

(»0 a eilt Mo^ct Zx&^tx itx ©iperation tfl, ber bur<|> jlcbm an^ 
betn erfeftt wetbm fann), turiti^e gorm fi^ aber m^ ben ®e^ 
feften ber ©ubtraftton rid^tet, fo boß mit t^r auf eine Be^mmt 
»orgefcfiriebene ©eife „geted^net" »erben fann. 35enft man 
ftd^ nametttli(|i in §.5. 3?r. 2., entweber c=a, ober c=b, fo 
ergiebt ftd^ fogleid^ nod^ 

1) b+0 = 0+b = b unb 2) b— = b. 

§.8. 

^am alber hm man an^ mit ben f^ormen 

0+b unb 0— b 
>,red^nen"; »eld^ man jebod^ gewB^nlid^ filrjer blo^ fo ^ 

+b nnb — b*) 
fiä^reibt. SWamentli^i ffnbet \i^ fogteid^ au6 §. 5. 9?r. 2. u. !Rr . 3., 
»enn man flatt b, unb b patt c fd^reibt, ober bttr<ä^ S^nU^t 
©ubfHtutionen, 

1) +b =b; 2) a+(— b) = a— b; - 

3) a— (— b) = a+b; 

4) (^a)+(-b) = -a-b = -.(a+b), 

§.• 9. 

Slug biefen lefttem Oleid^ungen folgt weiter, bap man ftd^ 
bett; mittelfi ^bbition unb ©ubtraftion MitU^ jufammengefe^ten 

a — b+c — d — e+f-i^g, 

(ber baburd^ Hn »»Uig bejiimmtn tjl, ba^ man bie einielnen 
ZfytÜt in ber ©rbnung abbirt unb fuibtrai^trt fid^ benft, toit 
foI(|ie befm Cefen »on ber ?inlen jur SRed^ten auf einanber fol^ 
gen) allemal ali bie @umm^ 



^ SDiefe Slttdbritdfe {tnb, ta fo nod^ gatt} oDdemeitt; ale ein blofrr 
Zxä^tx ber £)<)tratiott«-3««^wi gebaut toitb, w^ nx^i bieicntgen, »rl^ 
ftäter witer betn klonten ber ^oftttöcn itnb «egatben 3«Ww nrfdSiefneit. 
^irfe flnebrifffr <+b, ^b) foim man ol^rr, totm man t»i% ibe^ügli^ ab' 
titht unb fubtraf t{»e $lu9brü(fe nennen« 



J 



§.9-10. g#iS Äo^jttd. 35 

(+a)+(-b)4-(+c)+(~d) + (-e)+(+f)+(-g) 
imttn fann. 2)aTaug ergeben itd^ : 

1) ber ©aß, ba^ bie ©Heber eine« fold^en gufammenge^ 
fegten Slu^brucfg, ben wir gerne algebraifd^e ©umme ntntf 
wx, in beliebige Örbnung geftettt »erben fiJnnen, unb 

2) bie Siegeln für ba« ^)raftifdpe ^bbiren unb ©ubtral^iren 
fol(|er JUi^brücfe, b. 1^. für ba« .Umformen ber burd^ iai 
»trflid^e äibbiren unb ©ubtral^tren b. 1^. burcfi ba«.^inf(|ireiben 
ber ©umme j. 35. (a— b+c) + (— m+n— p) 

ober ber S)ifferenj j. SB. (a—b+c) — (— m+n— p) 
unmittelbar erl^altenen Slefultate, in SluSbrildte, loeldj^e »ieberum 
bie gorm ber algebraifd^en ©untmen fiaben, nSmlid^ betiigCid^ in 

a — b+c — ni+n — p 
unb a — b+c+m — n-l-p. 

, ' §. 10. 

SRad^^ beenbi^ter Sef)re ber ganj allgemeinen <^nxmtn unb 
Differenzen unb nad[i ^injleUung ber barauä l^ervorgej^enben 
SRedjinung«^ Siegeln, fann mart in ba« Sefonbere eingel^en, b.|^. 
in bie SSetrad^tung beffen, »a« au« biefen allgemeinen SRegeln 
bann l^eroorgel^t, wenn man unter jebem ^ud^jiaben tim (gan^e, 
unbenannte) 3äW ftd[i benft, ober einen beliebigen Slu^brucf, ber 
aus ganjen '^ol^Xvx burd^ (angezeigte) Slbbition unb ©ubtraf:^ 
tion l^enjorgegangen tfl. Der ©aft §. 9. SRr. 1. leiert aber, baß 
unter biefer Soraugfeftung j[ebe8 (Snbrefultat auf bie gorm 
a— /? gebracfit »erben fann/ »o a unb /? beli^Bige unb t)on 
einanber ganj unabl^ängige »irflicfie (g^nje, unbenannte) Z^Xtn 
»orjJellen. — Diefe gorm a—ß »erwanbelt ftd^ bann in 

0+y, b.^. +y, 
ober in 0, 

ober irt 0— y, b. 1^. —y, 

je nac^bem a mefir, eben fo 9iel, ober weniger ®n|feiten j^at 
al3 /». — ©0 entfielet bie i)oftti»e unb bie negatioe 
ganze Bal^l. v 

Sine ))ofttit)e unb eine uegatio; ganze Sal^l ifi alfo jebe«^ 

3* 
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(Srjle^ Md^M. 



§.10. 



ntarnid^W anitxi aU eine gor m, ml^t i\xx<fy atiflejeigte, alfo 
gebadete, mmn xoixtU^t SlWitioti ober ©ubtraftion einer voixh 
lid^ett (ganjen, «nbenannten) 3#f ju ober ^on ber SRttU, 
entfielet, — itnb ntit btefcn formen totrb m^ ben in obtgeri 
©letd^ungen du^gefprod^enen ® efeften ber £)})eratiotteri ,,gered[ittet" 

(tiat^ §§. 5.6.). 

JRad^ §. 8. 3lx, 1. fantt aber jiatt ber <)ofttit)ett ganzen 3# 
aud^ bte abfolute b. ^. »irWd^e ganje 2^^ gefegt »erben itnlp 
nntgefel^rt. 

SGBir l^aben alfo in bem golgenben bie »irflid^en ober ^o^ 
ftti))en ganzen 2o^^^^, bie negativen ganzen 3a]^Ien unb bie 
9lua ju berfidfftd^tigen; ntit benen mir nidfit in 3Biberf))rttc|f gera^ 
tl^en bfirfen. SBir faffen aber biefe brei begriffe in ben einzigen 
ber Differenz a—ß j»eier ganjen S^M^t^ jufammen, 
nnt logifd^i fid^erntnb ^ugleid^ bequem tt)eiter gelten ju f (innen. 
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§. 11. 

Die SSegrtffe t>f« „SWuIttpIictren«" unb „Dhibkenö" 
iifi^m wir wititx auf t>ie be« ^robult« ab «ttb feea Ouo« 

tUnUn ^ f>itx a:b. — SBir »erjlel^ett nÄmlid^ unter erfiwm 

ni^ii weiter ate bag ©ilben ber Unteren formen, — alfo, 
oBjieftt^ angcfel^ett, baö Mofe |)inf 4) reiben biefer gorwen. 
3e aKgemeiner dfo ber ©egriff be« 5)robuft0 ab unb be« 

öttotient^n -^ l^ingejleKt fe^n »irb, befio allgemeiner fmb 

^tmit an^ bie «egriffe be« ,, 3)litltipliciren« " unb be« „^U 
»ibiren«" aufgefaft 

§. 12. 

Um aber »ieber fd^ulgered[it bom S3efonbcren auimt^m, 
erllSren toix Juerfl baS ^anit 5)robuft ab ate ein 3ei(j^en 
i)on biefer Sorm (ab), in »eld^em ber ^^aÄttUiplifanb" a 
fd^on ^axii allgemein gebadet iji, ber „aWultiplilator" b 
bagegen eine »irflid^e ganje 3al^l i^orfteUt, unb »eld^ieö bic 
Summe aH-aH-a+— »on b ©ummanben Ititi^ntt. 

äug biefem ©egriff leitet man foglei(| al> : ' 

1) aO?+y) =: aß+ay unb 2) a(/?--y) = a/J— ay, 

n)o a ganj allgemein (tin blof er S^räger) ip, wo /? unb y ht^ 
JieWge »ir!Iic|>e ganje Qa^m jtnb, »o alier /?— y el&enfallg 
eine »irni(|ie ganje 3ä|iI borfleUen muf . 

§.13. 

|)ierauf befinirt man Ui S)ifferenj:^5Jrobuft ab a\i 
tin ^ti^tn »on biefer gorm (ab), in ml^m a ganj att*» 
gemein gebadet i% in ml^m alier b eine telieHge £)ifferenj 
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38 B^tM^a^ikl §.13—14. 

ß—y itoeier «Jirfltd^en gartjen ^a^Un bejeici^net, mi tt>tl^t»^ 
bie 2)iffermj a-/?— a-y »orj^ellt; uttb Mefr^ Depnition tjl ab^ 
jtd^rttd^ brr SRr. 2. be« §. 12. entnommen, bamit iai £)tffereni^ 
5>robttIt ba« tm §. 12. beftnirte ganje gjrobttlt a\9 einen 
befonberen gatt in jtc|> fcfiHeße. 
3n biefer I)eftnition fiedft ober: 

l)a-0 = unb 2) a(— v) = — a-v, 

m —V eine ne8at{t)e ganje 3# ^orjieUt; — unb roix »iffen 
alfo nun, tt>ai ba« bebeutet, mnn tin ^ar^ allgemeiner %n^^ 
bmcf a mit ber S'luU ober mit einer negativen ganjen ^a^l . 
mttUijjlicirt merben foK, b. 1^. »a« man, ben ©efeften ber ©pero^ 
tionen gehiÄ^, jlatt ber 5)robufte a.O unb a(— y) feften fann. 

§. 14. 
hierauf peüt man bie brei Cel^rfSfte |)in 

1) ab ;= ba; 2) (ab)c =?= (ac)b = a(bc); 
;3) (a+b)c = ac+bc=c(a+b), 

unb beweifl foldpe einmal für ben gaU, ba^ alle ©ud^flaben 
a, b, c teirflid^e ganje Bo^^lm beieid[inen, unb bpnn nod^ 
einmal aud[i f&x ben SaD baf alle 93ttd^{iaben a, b, c beliebige 
Differenjen jweier ganjen Qa^Un j. S5. bie S)ifferenien a—ß, 
y—d, fi~v öorfleUen. (35gl. ®9ft. b, SWat^. Z^. I. ^. 90. 91.) 

3fl a^^r fold^e« gefd^el^en, fo fann man nun ba8 (gani) 
allgemeine ftoinU ab l^inpeUen, atö tin 3ci<^en t>on 
biefer grorm (ab); begabt mit ber Sigenfd^aft, ba$ ab mit 
ba, ~ ferner abc mit acb, unb mit a(bc), — enblid^ aud^ 
(a+b)c mit ac+bc öertattf(|it werben fann, ol^nc baburd^i in 
irgenb einem benfbaren befonberen gaU ben ©efeften ber Cpt^ 
rationell ju »iberf<)re(|ien; eben^ n)eil matt in biefem Slugenblid 
ni^ti ^at ali S)ifferen)ett ganjer 3^1^^«/ füi^ H^^^^ ^^^ bie 
3ulÄf!tgfeit biefer Sertaufd^ungen furj voriger erwiefijn worben ifl. 

Serpel^en wir alfo immer, »ie im §. 3., ganj affgemein 
ttttter „QUi^tn Slu^britdfen" foldfie, bie man, oj^ne ben 
©efe^en ber £)j)erationen ju »iberfjjred^en, unbebingt für tin^ 
anber feften fann, fo gelten bie ©leitf^ungen 1.— 3., obgleiil 



§.14—16. 



^miki Äojntel. 
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a, b; c galt) aUimmx atö Hope Zxi^tx itt Optttiü^nm ge^ 
iatl^t ftttb, fo baf »on i^m befonberen S^ebeutttttg bttr<|>att^ 
ni<|t mt^x We Siebe ifi; unb biefe ^Iti^m^tn 1.— 3. btfirfett 
nt(|it$ metter aui, aU: in mlcl^m Sßtx^ltni^ bte a^xalt auf^ 
gefältelt uitb felbjl|läitbtgeti O^jerattotteit be« „SWultfcpliefren«" 
ttttb M „ äibbtretts " ju einattber jiejett. 

•' §.15., 

a 

Sltttt ertWrt ttt(m bett S)iffeten)^£ittotientett ^ atö 

ein 3^^^^ ^^^ biefer gorm (^V tti ml^m öoraudge^ 

fe^t tpirb, ba^ a tittb b ijelteWge S)tfferettiett gattjet B^l^feit t)ot^ 
peUett, utib mld^ti biejentgc SDifferettj ganjer SäI^I^ä bejetd^net, 
bte (na§ §. 11. uttb §. 13.) mit beitt ,,J)t^ifor" b mmplU 
'tixt, ben „35t»ibenbett" a »teber gtebt. — Sg iji (lifo 

I. -r**b=a. 

§.16. 
SWan ükrjettgt ftd^ balb: 

1) baß ber jDuottettt ^ nid^t imtrter ettte foldpe SSebeututtg 

l^at, b. 1^. baß ttid^t twttttet ettte Differettj gattjer ^a^lrn ertfKrt, 
bte tttit bettt £)i»ifor b multt))ltcirt, beti 2)toibettbett a gtett ; uttb 

2) baß itt bettt gfaU, tt)o a uttb b ber fflviä ^Uitfy ftttb, 
uttettbltd^ »iele fold[ie SJtfferettjett gattjw äo^^Un erifHrett, ml^t 

burcl beti Ouotietttett -• 5)orgejiettt fep.föttttett; etibttd^ 

3) baß, tt^etttt tttatt bte pUe ttt92r.l. u. 9lr.2. au^ttimmi, 
ber 2)ifferetti:^£luottettt batttt attetttal ettte etttjfge bejitttttttte Dtf^ 
(erettj gattjer 3^1^^^ »orjiellt. 

4) Die Sel^auptuttgett 9lr. 2. u. Ste. 3. föttttett aud^ fo mi^ 
gef))rod^ett toerbett: SJetitt jebe t)ott jtoei; burd^^A uttb B au«^ 
gebrfldftett Differenjeti gattjer 3ö|^lett, tittt einer uttb berfelbett 
brttten, C muttiplicirt »irb (nad^ §. 11. unb §. 13.)/ unb toettti 



40 3»ette^ Äa»>ttel §. 16. 

tnan finbet, baß Ä*c=B«C ifl, fo ijl'ttur bann notl^wen^ 
big aud^ A=:B, »etttt C nid^it !Wull ifl. 

3>iefe^ leitete grgeBntß tjl für bte gefammte Slnatpft« t)on 
ungemettter SBtd^ttgleit. (£^ folgt n&mltd^ iaxaui : 

5) Sltt« gleid^m 2lu«brüdfett; welcfie efnerW Diffmtij ganjtr 
3a|)Iett öorjletten, crf)fiU man immtx wieber gleid^e 5lu«brfi(fe, 
»etitt tnan fte mit gletd^en Slugbrödfen tnulti^jlicirt ober bit)ibirt; 
foBalb man nur nie burd^ bie 9l(lU bit>ibirt. 

6) ©0 oft alfo tin allgemeiner S)imfor in befonberen 
gäHen ber SWuU glei(|i »irb, eben fo oft laffe man bir, einen 
folgen Diöifor ent|)altenben ©leid^ungen ni(|it mel^r fttr notl^^ 
»enbig ri(|)tige gelten; b. |). man bi^ibire nie burcfi Slull. 

S)ie 5orm 4-, beren 2)itjibenb a Beliebig, berrn SJiöifor 

aber bie fflull iji, iji bal^er in jeber JRedpnung ganj unjulfiflig. 
©0 wie fte erf(|)eint, fo jeigt fte allemal an, baß für biefen U^ 
fonberen ^aU, ber il&re lSrf(|ieinung bebingte, bie allg^emeine 
Sted^nung eine ^u^nal^me erletbet, baß man alfo bie allgef 
mtiixt Sled^nung jeftt (in biefem befonberen ^dütj nid^t mel^r 
beibel^alten bürfe, fonbern baß man für biefen befonberen gaU 
tint befonbere Äed^nung anlegen Mffe, »enifien* »on ba ab, 
wo man jum'erflen 2Wal burd^ SRull bit)ib{rt ^at.*) 

*) Tlan fttd^t j. 23. btit 2)ttrci^fci^mtt«*9Jttn!t jtteier, hntd^ bie ®Ietd[mtt- 
^en ysiax+b unb jssa^x-f-b^ gegebenen ©eraben. QEnjtirt nun 
tin ]cl^tt £)ttr(i^fd^ntttd«'$ttnft, fo ntüjfen feine beiben ^oorbütaten« 
^ertf^e, jtati x unb y gefegt, beibe ©lei^ungen 

1) yssax+b ttnb 2) jssa*x+b^ 
yt gleid^er 3^t tbenttf^f ntadffen; man fnbet olfo biefelben, toenn man btefe 
^leid^ungen nad^ y unb x algebraifd^ auflöfl. !D^an erhält aber, tvenn y 
ritmintrt toirb, 

3) {a-a«)x=rb»-b, 
atfo, toenn a— a^ nid^t 9lttII ift, 

b*-b 

4) xs= j. 

' a— a* 

* 3{! aber a-a's=:0 b.ljf. asra*, fo barf ntmt biefe« aiefuliat 4.) ntdjft 

mt\)x gelten laffen, obgleich bad 9lefultat3.) noi^ gültig ifl$ bie Sieidjiung 3.) 

ge^t aber nun in = b'— b über unb entl^ält tinm SGBiberfjjrudji, »enn 

ni^i h^sshi^, unb biefer SBiberf))mdji ^eigt an, ba§ bteSorau^«« 
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§.17. 
ÜeBrtgett« leitet man nun, unter itt ffiotattSfeftuttg, baf aße 
©ttd^jiaben Dtffetettien ganjer 2<^^\m teteuten, ani Un ®UU 
(ffttttgen ber §§. 14. wb 15., itftmltd^ au« 

0) a<b = b«a; I. ^.b=:a; 

1) (a«b).c = (a.c>b unb 4) (a+b)c5=ac+Kc 

fogletd^ no(|> eine beltebige STOenge neuer ©leid^ung'en a) , bar^ 
unter nantentltd^ bfe ©Wd^ungen 

IL ^ = ^> ^' »•r- = b; 

unb . . 

^v ab a , * b c • 

2) — = -.b=:a.-=a:^; 

'^ c c c b ' 

"^^ b-V"b^ — bc> 

5) (a — b)c = ac — bc; 

6) a+b _ a b^^ \^. a— b _ a h^ 
^ c c c ^ : c c c ^ 

8) i- ±c = 5^^^* 9) ä'db— =^^ 
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fecund ber dtiftttii eined' X)ttrd!ifd^ttittd'$ttn!i^ badmal dnen 
!Biberf|)ntd^ infochixi, b. Iji. ba$ ba^tnal fein fold^er ^urd^fd^rnttte^^unft 
orifKrt, b. \). ba§ bte beiben (S^eraben ba^mal mit rinanber H« 
rariel laufe». — 

Ober man foU htn Duotienien 

a*+b*x-|-c'x*-f-... 

in eine Sftei^e «eWanbeln; bir nad^ ganaen ^^oten^en ^on x fMänft^ b. |f. 
^ man foUbieÄoefftctetttett Po,P|,Pa, tat., ber 3fleijiePo-f.PiX-f-PaX»H-... 

' finbeU; toeld^e itnm Quotienten ^leid^ ift. Wlan erfiait ^ur ^e^irnmung ^on 

Pt bie^Ieid^Uttg asssa*«Po, »oraud Po «-7 ^Sl^i^ordcH t^^^tt a' ni djit 

9tuU {#. 3ft aber a^ sO, fo barf btefed aUgemeine 0lefttYtat nidfft mel^r 
Beibeljf alten toerben,. unb bie birefte unb befonbere Sel^anblung biefe^ %aüt^ 
^eigt bann, ba^ badmal bie 0leil^e nidjit mii einem \9l^tn ©liebe n^ie Po, 

fönbern mit bem ©liebe pj beßinntt 
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Smitti St<xpM. 



§.17—19: 



10) A=, 



A— Bz 
B 



•ll\ ä i^c a « c ^ 

wmn nur feiner ber ©iüiforen ber 9lutt gleid^ i^, unb wenn aKc 
Ottotienten ebenfaH« 2)tfferenien ganjer S^i^kn finb. 

SBerben biefe Oleid^ungen fpnt^etifd^ liingelieDt, fo fann 
ntan jte aud^ alle baburd^ bewetfen/ ba^ man in jeber berfettcn 
bie Beiben SluSbrüdfe linlg unb xt^ti !om ®Iei(^]^eit«jei(|ien mit 
ben^orfontmenben X)i»{foren multi^jlftirt; unb ben (Saft §.15. 
3lx. 4. anwenbet, ober ju beiben (StiUn bte fubftajiirten Slu«:* 
brüdfeabbirt unb §.3. eintreten lä^t. 

§. 18. 
Seftt fann man ben S3egrtff be8 £inotimttn ^ ganj affge^ 
wein auffajfen, tnbem man m Wo^eg 3rf<l>ptt barunter »erflejit 
»on biefer gomt (^) , Bega!>t mit ber ©genfd^aft, baf man 



j- . b überall mit a felbfl ^ertaufd^en fann. 



2)er allgemeine 



ßttotient -g- re)>refentirt alfo bie Mofe ©igenfd^aft (unb bemnad^ 

aud^ jeben Slu^brudf, ber biefe ©genfd^aft l^at), baß loenn er mit 
bem Di^ifor b multi^jlicirt wirb, bann ber Dwtbenb a fom'mt 

§.19. 

Slennen wir babei jwei Slu^brüdfe, toeld^e an^ nod^ (ange^ 
in^itj ©i^ijtonen tnf^alttn, nod^ immer, wie im §.3., bann 
,,gletd^e", wenn man ftc, ben ®efeften ber Operationen gemäß, 
unbebingt mit einanber »ertaufd^en fann, — fo entflefit wieber 
bte fjrage, toit im §. 3.: SBa« ifl ben ©efeften ber £)})erationen 
gemäß? — Unb barauf mflffen wir wieber eine ber im §. 3. 
mitgetbeilten gani analoge Slntwort geben. Da wir nSmlicSi ii^ 
jieftt nur I)ifferenjen ganjer 3ä^I^ fennen, wir alfo nur mit 
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» 

biefen in Sötberfprud^ gerat^en fönnten, fo ttjtrb ber Sf^atafter 
ber ®leic|^ttnö fo fe^tt mftffen, ba^ jwei Slugbtüdfe, welche ate 
aSgemem glet(|^e anetf annt ftttb, aitd^ in allen befonberen pQen, 
alfo namentUd^ toenn aUe Sud^flaben S^iferenjm gantet 3<t1^t^ 
bejetd^nen, eine unb btefelie ©iffetmj ganjer 3öli)I^Jt ^^^^ 
fleUen mflffen. ©fe ©letdplieit iwriet burd^ (öngcjcigte) 3lbbi^ 
*ton, ©ubtroftion, aJhtIttpItf ation nnb 2)tetjton beliebig jttfam^ 
mengrfe^ter äludbrfidfe mtrb. man alfo baran txtmnm, ba^ ntan 
nadpwctp, tote tin britter Slugbntd extjHrt, ber ni^t fflnll tfl: 
unb toelcfier mit jebem ber beiben crjlem ninlti^)limt (§. 11. unb 
§. 14.) , • 5>robuf te l^eroorbrtngt, bie baburd^ alle beibe in fold^e 
Slugbrudfe übergel^en, ioeld^e nad^ bem Äennjeid^en be« §. 3. tin^ 
anber gleid^ jtnb, — baburd^ — baß man auf fte bie, oermögc 
ber SJeftnitionen U& ^^robuft^ unb beS Ouottenten ( §. 14. unb 
§. 18.) erlaubten aSertaufd^ungen in Slnioenbung bringt, ober 
jttjei Slugbrüdfe fftr einanber fe^t, bie bereite ate gleid^e erlannt 
joorben. ftnb. 

§.20. 

^u8 biefen Definitionen, in Serbinbung mit benen be8 
§. 11., folgt aber fogleid[> aud^ für Slu^brüdfe, ml^t nod^ S)i^ 
i>tftonen entl^alten: 

1) @inb jwei -2lu«brüdfe tinm britten gleid^, fo ftnb ftc 
aud^ unter ftdji gleid^. " . 

2) ©leid^e folc^e ?lu«brftdfe ju einanber abbirt, »on tin^ 
anber fubtroj^irt, mit einanber multij)licirt unb burd[i einanber 
btoibirt, tt)enn man nur nit burd|> S^ull bioibirt, totnn 
man alfo nur bie einjige 33ebingung mad^t, baß fei^ 
ner ber Diöiforen Slull tfl, geben immer »ieber gleid^e 
Shtöbrüdfe. 

S)arau^ folgt aber nidfit bloß bie allgemeine ©illtigleit aller 
in ben »orl^ergel[)enben $aragrap|)en bereit« |)ingeftettten Oleid^un^ 
gen, fonbem e« ifl aud^ babtird^ ba« allgemeine „JRed^nen" 
(nad^ §.6.) mit allgemeinen gormen, inner|)alb ber »ier 
Ui jie^t betrad^tetm £)))eraitonen begritnbet, unb nur bie %n^ 
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naj^me fefl^alten, ba^ man allgemetne Sttfttltate nt^t ntel^r 
gelten W^t, fo oft einer her Dteiforen (in ffgenb einem befon^* 
beten gaHe betStnwenbung) ber Stoß gleid^ »trb. — Unb babef 
brandet mm ft(|i nirgenb« um bte IBebeutung ber einzelnen, 93tt(|i^ 
fiaben ju beffimmem, fo ba^ eben be«|)alb itberjeuftenb in bie 
Sittgen fällt, ba#, »ie lange »ir attd^ ba« „Sled^nen" (im Sinne 
be« §. 6.) fortfeften mögen, jebe einjelne Oleidpttng bo^i nie 
etwa« anbcreg ali iai Serfialten biefer »ier Operationen ober 
' S8erjianbe«^5;^atigfe(ten ju einanber auöfprid^t, eine jlebe baffelbe 
^ auf bie ü^r eigent|illmli(|ie SBeife. 

Dag SSerl^alten biefer »ier Ojjerationen ju einanber ifl aber 
an^ fd^on in folgenben fteben ®lei(|>ttngen ^oDflänbig attgge^* 
f^jrod^en, nftmlid|i in ben ®leic|>ttngen 

1) ^a+b = b+a; 2) (ä+b)+c = (a+c)+b; 

3) (a— b)+b==:a; 4) a*b=2b*a; 

5) (ab)c=:(ac)b; 6) (a+b)c=:ac+bc; 

7) ^.b = a. 

3ebe loeitere ©leid^ung (bie feine anberen aU biefe »ier £)^t^ 
taiiontn ent|)ftlt) ifl afö auö biefen fteben ©leidpungen l^erge^^ 
leitet anjufel^en, fo ba^ jebe toeitere ®leid[>ung nur al8 m 
befonberer gaU ober aU eine Kombination au8 irotitn ober 
me|)reren biefer fteben ©leiü^ungen erfd^eint. 

Die erjien beiben biefer jteben ©leidpungen entf)alten aber 
bie ©rnnb^gigenfc^aft be« »bbiren«, bie britte enthalt bie 35e^ 
finition be« ©ubtral^iren« , bie öierte nnb fünfte entl^alten bie 
©runb^eigenfd^aft be« SWultiplicirertg , »eld^e e« mit bem ^i^ 
biren gemein "^at, unb bie fed^Ste ®Ui(^m^ brüdft nod^ in'd 
Sefonbere bejt ßufammenl^ang beg 3Wultij)licireng mit bem Slb^ 
biren au« unb »enjoöjiänbigt bag ffiefen be8 2Rulti})l{ciren«; 
bie ftebente biefer ©leid^ungen enblid^ entfiftlt bie Definition ber 
Dioifton. *) 



*) man Um oudjf fö fagettt SSott biefett fteBctt Oletd^uttgett tnt^altm 
lit (T^e unb atorite ben (^Ifaiaftrr brr ^nmm^, bte britU Ht IDefitiiHott brr 
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Utib fo 0^ jttJei ,,gleid^e" Slu«btö(fe iu efnent befonbetctt 
^aUt ©tfferettjen ganjer B^l^Ien »orjiellen; fo oft fieKen jte atte^ 
mal ritte Uttb Mefelbe »ot ; alfo jiellen aud^ allemal imi fold^e 
ffflWd^e" Slu^brüde eine unb biefelbe toirflid^e ganje 3öM 'oox, 
fo oft jte fiberfiaupt aUe bribe fold^e poftti^e ober toWti^e ganje 
3al^len bejeitfinett; »te'fold^e« aM au« ber gegebenen S)efinttion 
ber allgent einen ©lei^ung mit SRotliwenbigfeit l^er»orge|>t. 

"^ ■ §• 21* 

WlCL^t man iunädf^fl $lntt)enbungen |)ier\jon auf bef^nbere 
gfitte, fo er|)«it man fogleidf^ aug' ben Gegriffen bet §§. 7. unb 8. 
unmittelbar 

1) a.O = 0.a=:0; 2) — = 0; 

3) a(^b)=:(-b)(+a) = ^ab; 

4) (-.a)(— b)=+ab=ab; 

. -^ -b— "F b' 

Unb barau« ergiebt ftd^ »lieber bie befannte Siegel ftlr ba« 
;,l)raltif(|ie" 5Wulti^)liriren ber algebraifdjien Summen., fobalb 
man nur ben ©aft be« §. 9. unb bie gormein für bie <S\mmtn 
in ^nwenbung bringt. Diefe« „praftifdpe" 5Wultii)liciren ijl 
nÄmli(|> fein 3Wultit)liciren, fonbem eine Umformung be« burd^ 
ba« tt)irlli(^e (b. 1^. angejrigte) SWulti})liciren erl^altenen ?>robulft« 
in eine neue algebraifdpe ©umnie. 

®anj bie analoge S3ebeutung j^at ti, wenn man »om ^i^ 
i)ibiren jioeier algebraifc|ien Summen . f^)rid^t. Da« »irflid^e 
Cb. |>. angixeigte) 2)it)ibiren ijl fogleid^ gefc|ie|yen; aber ba« ge^ 



^iffereng; bie »irrte unb fiuifte fpredjiett ben iS^axa^tn M $(0b»!t9 
avii, ben ba9 ^^obuft mit ber ©umme gemein bat, toa^renb bie fed^^te brn 
3ttfammen]jiang be^ ^robnfu mit ber ^nmmt nad^toeifl, nnb baburdgi 
ben (Iliiarafter M ^robnft« »ervollftanbidt t>it ftebente enblid^ f))r{(l^t bte 
Definition M Dnotient^n aud) atted im AHgemeinilen @inne gebadet 



"-"1 
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tvAnfd^te Strfultat b. 1^. iit Umformung ber juerfl erl^altenen 
gorm (be« Ouotienten) tn eine algebraifd^e ©umme, fann nur 

burd^ Slnttjenbmtg ber gormel 5^ = z + ^^^ (§• 17. 9ir. 10.) 

bewirft »erben, »elcjie öfter mieberl^cU angewanbt »erben mup.*) 

1 

*) (©oU j. 33. bie olgehaifd^e (Summe 

am — bin-f-cm — aii-f-bii — cü-f-ap — bp+cp 

burdil bie anbete algebraifd^e (Summe 

^in-f-n— p 
bit)ibirt toerben, fo erlj^äli man gunä(iS)fl au^ ber £)efiniHon be^ §. 11. bad 
Sflefultat 

, am — bm^f-cm — an-f-bn — cn-^ap — bp+cp 

-mH^n— p 
S^lad^bcm auf biefe SBeifc ba« Diötbtren beenbigt ijl, fo tritt ba« Umfor* 
men ober bad nfRt^l^ntn^ ein, unb e0 mu^ bal^er nun biefed SHefuItat nad^ 
ber oben angegebenen J^ormel umgeformt toerben. !Dedl[»aIb nimmt man flatt 
be^ erflen (Summanben z, cnttoeber —a ober -f-b, ob«r — c (ober enbli(^ 
anfy irgenb einen beliebigen i)ierten ^dbrUd, ber aber bann bad Un^toecf' 
madige l^at, ba^ ber gtoeite (Summonb, ber jebe^mal ba^u gefiinben n>irb, 
ni^t einfad^er, fonbern gufammengefe^er, toenn auc^ jjebedmal tin rid^tiger 
toirb). (So »erloanbelt |td^ ber »orlicgenbe JDuotient jwnäd^ft (»enn man m6) 
ber gormel §. 17. 91r. 10. ben icbeemalig«n gtoeiten (Summanbe^i baju be- 
ftimmt) entloeber in bie (Summe 

— bm+cm+bn — cn — bp-^cp 

"*" — m-Hhii — P ' 

Ober in Ut (Summe 



- am+cm— an — CD-f«ap-f.cp 

Ober enbli^ in bie ©umme 

am — bm---aii-4-bn-f-ap — bp 

— m+n — p 

^ag man nun ben einen, ober ben anbem, ober bett britten biefer le^tent 

Sludbrüde neljimen, fo »ern^anbelt ftd^ bod^ immer ber Btoette ^ummanb^ toeil 

er toieber ein Duotient ift, nadj> berfelben gonnel abermale in eine (Summe 

wn pii (Summanben, ^n toef^er ber erfte gan) «oillfü^IiA ifl itttb (ebc^ 

md bem {tc|^ t^orgt^edft Ij^abenbeit Btoedfe gema^ gttoäi^U fnix^ @o erl^^äft 

mm M neue, ben «orpel^fenben gleiche formen bie 6 nac^ftel^fenben: 

- cm— co-4-cp , — bm+bn — bp 
— a+b-i -^--^# ober — a— c-|- -=- *-, 

cm— ca+cp - , am— an^ap 

— bm-i-bn— bp . ^ t «>** — an-f-ap 
Ober — c— a4 -^ =-, ober— CH-b^*: -e^^jl. 



§. 22. 3»ttte0 Äa)»M 47 

Sttfe gnbrcfultate, »eldpe jmtteljl ber »ier biö je^t ßenannten 
£)j)erationm au« ganjen S^^^Un iufammettgefe^t ^nb, laffen fid^ 

alfemaJ auf bie gorm -^^ Bringen, wo y— 5 ni§t JiulT, 

fottbettt j50ftfte ober negatfe ganj tjl, tt)o aber a—ß entweber 
9lull ober })ofttw ganj, ober negatit) ganj fe^n fann. 2)iefer 
ßuortent jerf|)aUet ffd^ baj^er in 5 »erfd^iebene gormen nSmli(|i 
tir b{e gormen ^ 

(©)... +(i, -fi, +^, — J ttnb 0, 

m II unb V ftfliebtge tt)irflid^e ganje Sal^len »orflelfen, wÄ^renb 

— feiner ganjen 3^1)1 gleid^ fep foU. — I)ie felbftflänbtge gorm 

— wirb nun eine gebrocfiene 3ö|)l genannt, wft^renb bte 

formen +— unb — ~ bejfiglitl^ ^)oftti^ gebrod^ene unb 

negativ gebrod^ene Sollten l^etfen. — ^tefe fünf formen 

aber, bie aUe, in bem einjigen SSegriff be8 „Ouotienten — -^ 

„jweier S^ifferenjen ganjer S^i^l^ti" ent|)alten ftnb, »erben aud^ 
reelle 3Ä|)len genannt (im ©egenfafe ju neuen felbjlftan^ 
bigen gomten, »eld^e bie Verallgemeinerung ber SBurjeln fjjäter 
einführt). 

^\Xi Srud[> ober eine gebrod^ene Z^\\ t|l alfo ^tonad^ 



^Xi btrfen 6 9lu0brüdFen fa»it xa^'^ nun bnt (ebedmaltgen brtiten (Summanben, 
toetl er abermald ein DuoHent \% nad^ bn^Ikn^ «I^en im %n^t angefit^irten 
gomel, totber \Xi, t^t (Smnme )»im atoet (^unmianben i^ertoanbeln, )M)n toel« 
^en ber erfle tDitt!tilj)Tltd^ getoäl^U toerben fann. Sßa^t man nun btefe^n bem 
^orgefledten Bt^^fl ^^r Sl^ereinfadSfung ber SIefuItate gemäß, fo ergtebt {td^ 
<tn biefem SBeif^I) ber t^txit bajn d^^S^ ©nrnmonb ber 9^U gleid^, 
fo bflß man biefe 6 SHefnltate er|>ält, nämlidjf — a-f-b— c, — a— c-nb, 
-l-b— a— -€, +b— c— -a, — c— a+b. unb — c+b— a, wn benttt 
Je^e« fioit be« pueril ei^altenen DueHntten gefegt t&erben IwxLf tvei e9 {^ 
Itadll bem Im $. 3. gegelenen ut^ fot $. 18. toiebei^^ten SSegriff ber ^leidSinng, 
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feine ®xa^t, fein X^nl tintS ©anjen, fonberit eine Wo^e att^ 
gejeigte £)fotjton aug j»ei ganjen 3äM^V, weld^e felbjljlänbtg 
bleibt. — ®pattt wirb ftd^ ober geigen, baß bie gebrod^ene be^ 
nannte 3# ^l^ ^^^ Xl^eil^^om ®anjen, unb, »ie jebe be^^ 
nannte 3<il&l/ ßl^ ^i«^ ®i^öß^ erfd^eint. 3lUein mit benann:=^ 
ttn 3#en wirb nie „gered^net", weil nad^ §. 6. ba8 „aied^nen" 
nur ntit 5lu«brüdfen b.l^. mit angezeigten Operationen möglid^ 
ffl. S)a9e9en wirb mit ben Sörfld^en, fo wie fold^e fo eben ote 
angezeigte 2)ivijtonen befinirt worben ftnb, o|)ne ©eitere« nad^ 
ben »orf>ergegangenen ^J^ragrapl^en, welcfie ^on ben Duotienten 
aUx^au^t l^anbeln, ,, gered^net ", fo baß tint eigene Seigre ber 
©rttd^e, toit fold^e frül^er immer befonber« vorgetragen werben 
mußte, nad^ biefer 5lnfid^t eben fo ilberflüfjtg ifl, al« wir im 
9Sor]^erge|)enben eine eigene ?el^re ;;mit 5>ofttii)em unb S?egatit)em 
/,iu red^men", für ilberflöffig ftnben mußten. 

§.23. 

©inb a unb b reeüe 3^1^^«/ f«J t|l ä— b entWeber pojtti» 
ober 9htll; ober negativ.*) 3m erjiem gaH fagt man: a fe^ 
„größer" ate b, ober b fe^ ;,fleiner" aU a; im, anbem 
gaa ifl a=b;- im'britten gaU enblid^ ifl a «einer al« b, unb 
b größer al« a. — ^k^titfytn a>b, ober a<b,brfidten alfo 
nid^t« weiter au« aU: a— -b ifl .einer pofttiven ober negativen, 
übrigen«^ ganjen ober gebrod^enen ^a^ gleid^. 

SJarau« folgt, fo lange nur von reellen ^o^^Un bie Siebe ifl: 
1) 3fl a>b, fo ifl aud^ a±c>b=t:c; bagegen a*c^b.c 

c <. c 



<■ «•*'"• ' { =. } * 



'^) ^ati muf eigentlid^ fagen^ a— b nfi ettttoeber einer pe^xü'om S<^h 
obc( hn ^nU, ober tititt negativen 3al^l "gleid^''; benn bie gorm a— b 
ift, eben tpeil fte bief e %^m ifl, ni^t anc^ gu gleid^er 3^t tint anbere 
gorm*, fonbem fann nur in eine anbere gorm umgeformt toerben, fo baß 
bann legiere ber erflem '^gletd^^ tft. •— |>iernad^ fmb fol^e, in ber golge 
no^ oft toieberfeljirenbe SReben^arten jiebe^mal ^ 9erl»ejfem. 
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2) 3fl a>b ttnb b>c, fo tjl au(f> a>c. 

3) S)te 9lua tfl griS^fr d« jffce ttegatisf 3*^1- 

4) 3ebe pofülxx 3al^l tfl grlj^er al« SRuU uirt» fttt^» grefer 
al^ jiebe negative So'^I* 

5) ©fie negative 3a|t ifl bejlo «einer, je grJfet i|t aBfP# 
luteg ®ltet» f p. 

6) 3eber Si|te ©tud^ J (wo a<b), tjl Heiner als 1; 

• < 

jeter unSd^te »tuii^ .l- («jo a>b), tjl größer al« 1. 

7) Seber ©nidji tjl f leinet aU nn anbetet, bet Bei bew^^^ 
fetten 9lennet ben fleinetn Bäl^let, obet bei bemfeften Säf^let 
ben fltößetn Jlennet, obet enblid^ weld^et ben fleinetn ^S^Ut 
nnb flleid^jeitig aud^ ben gtßgetn Slennet |iat. 

8) Sebe ffci^m ganje Sal^l j^at nte|it ©nl^eiten af« bie 
fleinete. 

9) Sllle teellen ganjen nnb gebtod^enen Qa^Un laffen jtd^ in 

eine SReil^e gebtad^t benlen, in »eld^iet jie »on — oo *) an. butd^ 

liinbntd^ big ju +00 l^in intmetfott ^/jietig" gtöf et wetben, 

nnb, tüdfmÄttg gelefen, „fletig" Weinet wetben; b. ^. imifd^en 

jie jwei Studien, obet jnjifd^ien tinm SBtud^ unb einet ganaen 

3a^l/ tt^ie wenig fte aud^ »on einanbet t)etfd^ieben gebadet »et^ 

ben mögen, laffen fx^ immtx unenblid^ t)iele anbete Stücke ben^^ 

fen, »eldfie alle gtSßet pnb toit bet fleinete, abet f leinet wie 

bet gtöfete ^t>n beiben. SWati fann bie« auf folgenbe SBcife 

7 
anf<$aulid^ niad^en. 3Wan benft ffd^ ttgenb einen Stud^ j. S3. y, 

7n 7n — 1 

fo ijl f ol4>et „ gleidfi " bent Studie -^ ; bafiet ftnb g^ 

7ii-i-l 1 

nnb ^ jwei »töd^e, weld^e bejüglid^ nm gj^ fleinet unb 






*) X)a9 3eidjint CO foU l^ter aQemal au^^efi^Tod^en i»ttUn bur^ ttn<* 
enblid^, unb foU tlnit (»opttoe 3a(il »orßellen, ioeldfie immer ttociSi girl^frr 
firta(^t tPirb iiM jiebe tfod^ fo fti:o§ f^on flcba^te aWr befKmmte B^I* 

4 
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7 

fltö^er ftnb aU y, tt)te man au^ iit gattie 3ö^t » ft<| b^ttfttt 

mag. ©mft man ftd^ ba|)fr We gattje ^a^ uunenblid^ grof, 
b. 1^. immer nod^ grßf et als jiebe Itxtiti no^f fo grc^ geballte 

. je jttjrf nä(|ijl auf einanbet folgenben ber bret S5rö(|ie 

7n— 1 7 . 7n+l 

-sr*' T ^^^ -BT" 
iinenbltti^ Hein, b. ^. immer Heiner noc^i ali jebe n«M|^ fo fitin 
gebadete aber befKmmte 3<i|>l- 

2)teg »erjlel^ett wir al>er barunter wenn wir j^ier (ober in ber 
golge) fagen: biefe breiSrfid^e liegen an einanber „fletig" an. 

10) Unter ben pettg an einanber liegenben Sdxü^m l^abetr 
bei SBSeitem bie meijien einen ünenblidp großen Bü^tx unb bann 
au^ einen baju gel^örigen unenbßc^ großen Slenner (wäfirenb 
ber 53rud^ felber ganj unb gar nid^t unenblid^ groß ifl, fonbem 
jwifdpen imi anbem einanber nal^e liegenben ©Widmen mit enb^ 
t^m S^i^ wib Slenner liegt). S)iefe l^eifen aBer irratio^ 
«ale B^l^Ien, unb bie ganjen fo wie bie gebrod^enen 3<^^lm 
mit cnblid^n Säl^lern unb 9tenncm »erben bann (im ©egenfaj 
ju ben irrationalen) aud^ rationale S^P^« genannt. 
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§.24. 

SWün hm man, »lieber »om SBefonberett an^t^mi / ^un^ 

W? Aanje5>otPttj a*' aU tin^ti^tn beftnircn »on. Mefcr gornt 

(a^*)^ m itx „2)iöttan>" a ganj aUgentrfn gebaclit tjl, ber 
„ßrponent" b aUx tint ^pofftftje (ober a%IutO, ganje 3al[)I 
tjl, ^ttl} tori^c« bftg 5)tobttft bebmtet a*a.a... »on b galtoten. 
%\a bfefer £)efitt{t{on folgt bann: 

l).a-+" = a".a"; 2) a-^-^ss^; ^ ^ 

a 

aXabr^a-.b-; 4) (0"=:2l; . 

« 

m\> 5) (a")" = ar. 

§«ttad^ btjtttfrt tttfttt t>tf 2)ifferetti#3J?.tft)i a"* ctö rfn 
^ii^m »Ott btefer gorm (a^), ttt toeld^em a ganj aU^mtin unb 
b eine ielieWae SJifferenj jit— y jnjeier aanjen B^bl^« ip/ unb 

joel^e« ben Quotf enten — ijorfleKt, alfo ba« oWge ?)t0:^ 

a 

bttit "^m iJt—v galtoren, fo oft i^— j'>1 t^, ober a fettfc 
tomn fi—vszi, — ober i, joenn m=i;, alfo fi—v^O, 

— ober enblic|i ben Ouotienten ,_^ , tomtx v>ti ober iti<i', 

a 

V. |i. wenn ji*— y negatto ganj i% 

SSan toeif]} aber fogleid^ ttad^, ^f btefelben oben ^e]|ienbett 
5 ®lei($.ungen (gormein ober ®efe$e) au(|i no^i für biefe ^i{^ 
ferenj^$o<enjen gelten.^ 

§. 25. 

,;S)ie $otenj a* Klben", alfo ;;|^tnfd^reiben'\ — Wefe« 
®ef4ft^ mag man toteber ba? ^oten^iren (a'mtt b) nennen^ 

4* ' 
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unb Mefet Segrtff U9 ^otenjtren« ewritett ffd^, baburd^, ba§ 
matt tjtt tt)örtli(5 untjeränbett läft, wieberum juglrid^ 

mit im S3egriff ber 5)otmi a^ frtbft. 

§.26. 

S)mft matt jtd^ bie fletig »acfifmbe SÄetfie aller ^)ofiti»ett 
gdttjctt uttb flebro(i[>ettett ratiottalm Uttb irrationalett Qa^lm »Ott 
:^ii oo mtt irgenb eitter pojttii^ett gattjett 3<if)t m jjotettjirt, 
fo txWt man toUUx eine i)Ott bi« q6 petig »ad^fettbe ^ti^t.*) 
— 3|t baf)er a trgettb tint 3<J^l ber leßtent Sieil^e, fo giebt e« 
immer eme 3# ber erflertt Steige uttb immer ttur eitte 
etttxige, »elc|ie mit m potenjtrt, bieS^l^l a »t^ber gtebt. 25{efe 

tt)irb tttttt burd^ l/a bejeid^net; nwb biefe« B^i^^tt b.|. biefe 
gorm, fieift SSBurjel. 3« biefem Befottberett gaUe gebadet, 
tt)o a 9hill $>\>n j|)oftttt> ijl, mag fte bie pofiti»e ober abfo^ 
Ittte SBurjel l^eife«. ©ie befielet mi bem SRabtfattbett a, 
ttttb bem ®urjel;^gr})Ottetttett m, ioel^er lefetere immer 
poftti» gattj gebaut ip. 

$)ie burd^ bie })oftH»e SBurjel V/a tJorgefteUte pi>fttiot B^l^t 
ertfKrt alfo immer, aud^ eriftirt immer ttur eine einjige; «nb 
biefe joirb am |)äuftgjlett eitte irrationale 3# \^Wf berett (SxU 
fienj »orl^itt bargetfiatt ift, bie tt)ir aber beg^alb nie tJoHflänbtg 
lerjleKett Wttttett, weil jie eitte« ttttettblid^ großett 3ä|^ler unb 
eittett tfttenblid^ grof ett Srtetttter ^at, ober loeil jie a\8 eitte Utt^ 
enblidpe SReifie »Ott abbirtett ©liebertt erfdpeittt. 

©ttett 9lS]^eruttg8:^SBert]^ ttettttett loir biejettige gattje 
ober gebrodfiette 3a]^l, tt)eld|ie »Ott ber barjujieUettbett ttur um 
eine fel^r fleitte 3a|^l »erfd^iebett ifl. — 3tt bett ältiwettbungett 
jur aSergleid^uttg ber ©rö^ett fatttt matt ftd^ gewejittlid^ eitte« 
Slfil^erttttg«^SBert|^e« ^att be«' »al^rett un^ ttie ^erfieUbarett bebie^ 
nett, toit aber bort erfl ttad^gewiefett tt^erbett mu^. 



b. 3»at(|. Z^. L §. 162. (2U «itflage.) 
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§. 27. 
gfit Wfff jJOfWöm SButjeltt toffm ftd|i föflW(|i fblgetAe SBol^t* 

L(l/a)"=a; n. |/(a-)=:a; 



m 



1) o/ab) = l/a. 1/1); 2) 



n -ü , // n \ am 

3) (Va") = a- ; 4) K(l/a; = J/a ; 

m mp mtp 

5) V/(a-) = i/(a'') = V/(a"''); 

»)o aber bie ^otenj^Srpottetitett al8 J)tffetettjett 
flanier 3a^Un, iit fl&üXütUQx^entnUn baflegeti al« 
ipoffttöe flanje S^lil«^«, etiblid^ bte SJfgnanben unb 
Slabüanben alle aU ganje ober flebrccfiene aBer ))0^ 
fttiöe 3a|^lett (ober atö 9luir, fo lange ntcj^t burd^ Shttt btoi^ 
birt ifl) »orauggefeftt werben muffen, »eil fonjl bie eine 
ober bie anbere ^titt biefer .©leid^iungen flanjli^ o|)ne ©inn 
ober SSebeutung Wiei^e. 

§.28. 
S)er öorjlelpenben ©leid^ung 3.); — bie Beriefen ifl, fo oft 

— !poftti^ ober negati)> gan) ober fMl, nnb t^mn ber £)tgnanb 

a vofitit) »orattggefeftt t^, — . f ann man ftd^ nun aber bebienen, 
nm bie reelle gebrod^ene (ober Keffer bie reelle Önotien:* 
un^) 3)otenj einjttfffl^ren, b. |^. bie ?)otenj, beren ©rponent 
beliebig reeU, beren S)ignanb aber pofith (ganj ober gebrod^en) 
ober 5««ll (nit aber negatit)) ijl. — SWan »erflej^e nftmlid^ unter 

M 

ber „reellen $ot.enj" a\ m a j)ojtto ober 3lull, v aber 
?)oftti» gani, n bagegen enttoeber 5fhta ober ^)ofttit) ober aud^ 



»föati» flOiQ »orau«flfftftt ijt, wo olfo — SM ober lifHrtia 
fiofitiv 9t)er ttrgati» $ani oiitr 0ef)»$m fe^n f(tnn, -r- allemal 
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V 

We i)ofttiw ffitttjel {/(aT), ml^t tmnter ^jofött) tjl, ivmtt 
txifiixt, altt aud^ ju gletd^er Qtit immtt nur einbrntig ifi. 

tteb fttr biefe reetten ^Jotenjm laßt ftdf^ We ©aiHgleit ber 
5 ®efe^e bed §. 24. abmnatö itac^ioetfen, ttftl^nnb bte 9hnmnmi 
3.) ttnb 5.) bed §. 27. ebenfaSd nod^ gelten, aud^ koenn bie 
3)otenjett reelle fthb. 

§. 29. ' 

i)ettft tttan f[c|f eine ^dfitbt ganje ober geBrod^ene 3ä|^I b/ 
bte gr0fer atö 1 t^, m^ unb nad^ mit allen fletig neben etn^ 
anber* Itegenben xttUm 2^Un (»on —cx> big ju 0, nnb bann 
»on big ju +00 J)in) j>otettjirt; > tx^U man äDe fletig neben 
einanber liege^iben pt>fiti^tn 3(iW^f ^^ i^^^*^/ ^^^ 1>®=1 ifc 
in ber erjiem Sfttl^eilung aüelöon ber fleinfien, ber SWtt nSd^fl 
otiliegenben ab Bio jut 1 , in ber anbem Slbtl^eilung bagegen 
alle öoti jt>er 1 ab big ju -i-oo. 

iUttgef ej^rt : ijl a irgenb tint Qci^l and ber le^tern Qa^Un^ 
füti^t, bi 1^. irgenb eine ^t>füm 3ä|)1 '<1/ =1/ «>ber >1, fo 
giebt eg aEental eine negative 3#/ ^t)er bie 9htll, ober eine 
)>oftti))e 3<t|il, nnb jiebegntal nnr eine einzige (bie am |fiu{igflen 
irrational feijn wirb), mit »el^er bie, größer aW 1 gebadete 
^)ofttioe 3öiil b })otenjirt, bie S^^ a ttieber giebt. 

Serpel^en tt>ir böber unter Hnm reellen Sogäritl^nten 

IdS 3^idfi^^ ^g^ ^^^ ^tefer ^orm, in Koeld^mt a beliebig' po^ 
ftti^, b bagegen beliebig pojltiö unb >1 gebadet ifl, nnb »el^ 
$e8 biejietttge poflti^e ober negative 3al^l ober bie 9htll bebeutet, 
Äiit wefd^er bie „55af{g" b potmiin werben muß, bamit ber 
,,?ogarii|^miiiib" a flfd^ »ieber ergtrtt, -^ fo ^at ber reelle 
Sogaritl^me jebegmal rinen reellen SBertp, unb jebegmal nur tintn 
^ einjigen/'unb^'foldlier SSert^ tjl negatit>, ^11 ober }>offtiv/ je' 
na^bem ber Sogatitf^monb -a entt^eber' <1, ober ==1, ober 
>1 ifr*) 



*) CEd iff atldettlsitig, baf.bir Sap^ b ber mUm leogoHtl^mrtt oudSi 
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- . §. 30. 

c . c c 

1) Zog' (ab) = log a +7og" b ; 

2) % ( J) =fogra — tog-b; 

3) fog'(a'')=:b.fog-a; 

C 

4; 4l/a=ifl; 



e 



b c b loff^ 

5) Zog-a^b^g'bs/og-a, Älfo m^ fog"a=5-^^— / 

logb 

WO üitxtäi a, b, c ipoftti« get)ad^t fmb. 

CBgleid^ nun f otwtien, aButjeln ttttb ?ogartt|wett rinett 
®egenfa& ttt Zxi^h Wfem,*) tttib e8 bte ^ufgalbe ber ntat|ie^ 
ittcrtifdpm 5lna!9ft« tfl, iit\m ©egenfafe in («ner grfften M^ 
gemeittl^rit auftufaffeti unb j^tttjujieUen, fo gieM bo(|'fd^on Me 

2&tf|leIIung ber 3)olmj a"* «nb ber SSBitrjrf V^a in bem t«jfon^ 
Uxm %cMt, wo a ttegoiiö ifl, fo »irfe gragm ju erörtern, ba§ 
man )oo|)l t^ut l^ter einen ^[(i^nitt ^u ibilben, unb ju^or, e|ie 
man biefe Unter ftt^iungen »eiter fortfe^t, ia Um Bereit« er'^ 
tooxbtnm ®tf>itt ber 4 erftern £)))erationen ft(|i no^ nte^ir < um^^ 
iufel^en. 



b 

<1 f^t^tt !mttt, mm mt jjoitti». 3P alier b<l, fö ijl /og-a getabe um- 
de!e][irt ettttoebei: |)0|ttt)), obn Ü^htH, ober negativ^ je nad^bm a<l, tUt 
aal, ober a>l tfl. — Dagegen fantt bte.iBaßd b »idgit sl genommm 
ttMnrbett« 

V) SSietttt bent ^Ibbiren unb bem^ultit) Heilen nur rine tnbtrelie 

£)))eration gegenüber lirgj:, nontlicli be^glid^ bad @ubtra(fircn unb ha9 

Ditoibiren, toafirenb bem ^oten^tren ba^ Stabiciren unb Mtl^ ba9 

. Sogariil^nttren folgt, fo liegt bted einzig unb aUetn barin, haJß a+b 

milbH^a, mibiatnli abntit ba, aberni^ti^ nrit b"" »ertotifd^t tDerben lann. 
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§.31. 
3){e nS$fle Wxmntm^ Ux lii^tt gefunbrnm oEgemrinm 
®a|yt]^ntm, tp bie ,,^erflcttung Ui 3iff^ttt:^Sled^ttrn8." — 
Snie ganzen mi befümmtrn S^^^^^ tt^rrben aber cXi @ttntntfn 
au^gebrfidt, attö tnel^rerm &ntxn, tnel^reren Qt^nttn, m^xntn 
^unberten, mt^xtxttt S;attfcnbm, S^^tttaitfenben, ^uttberttfttt^ 
fenben, fBHUiontn it. f.»., »eld^e Irftterm wir US^oXb aU be^ 
fantite S^^l^^» anfeilen, »eil voix »on il^nm wiffm, baf^ Ite bic 
auf einanbtr folgmben ganzen ^Dtenjm )>on )e]^nftnb, wfifireitb 
wir bie erflern jel^n 3<t^(^ ^^^ belannt anfeilen, weil wir i^xt 
gcige int ®ebS4^i^ l^abett, fo baf babitrdff ). 93. fiebett aU 
bie ©tttttttte attd fed^d uttb eittd befttiirt ifi, wft^ireitb fed^d 
wieber cü bie (Stttttttte Mi ffittf uttb ettt^ beftttirt' werbeit 
laittt, tt. f. w. f. — Qi öerjle|it ftd^ babei, baf , uttt alle be^ 
ftitttttttett ^a^ltn att^jubrfidfett; aud^ fold^e @ititttttett niifyii wer^ 
bett, ^wel(|ie ttic|»t gerabe alle auf eittattber folgettbeti gantett 
^otettjett ^ott gel^tt pt %attoxtn fiabett werbett, ba ja fogar 
fdj^ott eitt eittjigeg fxciutt, j. SB. 7 S^aufenb, eitte bejHtttmtc 

ajiefe ©uttt Ute, woburd^i jebe befHttttttJe gattje Bal^l cu«^ 
gebrüdft wirb, tttuf toit jebe ©ttmnte b. |i. toit jebe angezeigte 
Slbbitiott gefd^rieben werben. Mtin gewö^nlid^ Ifift ntati bie 
?lbbition8:^3ei4ien (+) ganj weg, IS^ aud^ in ben ^Jrobuften, 
m9 benen bie einzelnen ©umwanben' befleißen, bie gaftoren im 
©d[>reiben weg, weld^e ^Jotenjen .»on 3e^n ftnb, fd^reibt alfo 
J. So. blpß 

7943283. 
»erpel^t aber barunter bie ©untme aug 7 SWittionen unb 9 
|)ttnberttaufenb unb 4 3e]^ntaufenb unb 3 Slaufenb unb 2 $un^ 
. bert unb 8 ^t^ntxn unb 3. 

9lad^ biefer wiUffi^rlid^en Slnnol^me in Sepg auf bad 
©d^reiben ber l^ier »orlontntenben ©untnten, ntflffen bie ju^ 
weilen fe|)lenben ©untntanben irgcnb toit auggefüllt werben, 
bamit jebe 3iff^'f in ber ©teile bleiben lönne, in weld^er fte i^re 
xt^tt ©ettung l^at. S)aitt fann man nun bie im §. 7. beft^ 
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a.b=0, Uttb a+0=:a ift. 

©attad^ tebeutet t>a« 3^t(i^«t 10 We ©umwr au« 1 mal 
3e|itt +0, b.]^. grrabe 3e|in. J)attad^ hbmten HeSrid^nlOO, 
1000, 10000 u. f. »v ©umttten au« 3, A, 5 unb ntel^r ^\m^ 
manUn, ixt aln Bejfiglid^ Mo^ ben ?>otenjett »oti 3e^n ßWd^ 
fmb; »eld^e »fr ^unbert/ a^aufenb, 3el^ntaufenb :c, 

@o fielet ft(|i bie 9hxII, tt>el(|ie man im §. 7. als @tell)»et^ 
tretet einer angeietgten ©ubtraWon efngeffil^rt |iat, fifer jtt 
glei(|fer 3ett au^ hxaxi^hax atö ©teD^ertreter einer 3iffer in 
ben au« ntefirem nthtn einanber flefd^riebenen 3tffeni befle|ett^ 
ben 3ei(^en ober gormen, weld^e bejünrntte ganje 3Ä|ilen anii^ 
briWen, unb tteld^e numerif^e 3al^len geifannt »erben Wnnen. 

SWit fold^en gornten nun, tt)ie 413, 6029, 700043, 
62908047 tt. f. tt)., ba fte nur ©tett^ertreter »on ©um wen b. 1^. 
»on angezeigten Slbbitionen iftnb, Unn nun c|)ne SBeitere« 
„gered^net" »erben, unb jwar am bequemflen, »enn man auf 
feftige bie Sel^rfftfte ber algeBraifdfien ©ummen anwenbet. 

3tt)ei foldpe liejKmmte 3#en, wie j. 33. 413 unb 6029, 
ftnb alfo itt einanber abbirt, »enn man 413+6029 gef^rie^^ 
Un fiat, fte ftnb bon einanber fubtrafiirt, foBalb man 
6029—413 l^ingefdprieien "^at; unb fo »ie man gefd^rieben j^at 

bie gorm 6029x413, ober bie gorm ^^, fo ftnb biefcll&en 

3a|^len 6029 unb 413 bereit« mit einanber muItipUcirt ober 
bur(|i einanber bi^ibirt, aQe« genau nad^ ben frfifieren Sdt^ 
griffen, »onad^ ber ©ebanfe, unb bie SSerbilblid^ung be« ®tp 
banfen« burdp ba« ©d^reiben, bie toirflid^e Operation ifl. — 
S)iefe burd^ ba« ttirflid^ie Slbbiren, ©ubtral^iren, WiMpli:^ 
eiren unb JJi^ibiren erj^altenen Slefultate, nSmlid^ bie ©umme 
6029+413, bieSifferenj 6029-413, ba« gjrobuft 6029x413 

unb ben Duotienten -jrg- »itt man aber gewöl^nlid^ »iebetum 

in foldfie, na^ ben ganzen $olen)en ))on )e|^n geotbnete @um^ 
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mm umfotttten; b. |i. »tan toiU m^ hm gott^en ^ttmyai 
))on it^n georbnete Summen (angezeigte ^bbttienen) ftnben, 
weld^e ber ©amme 6029+413, ober ber Differenz 6029— 413, 
über bem ^obuft 6029x413, ober enWid^ bem Onotienten 

^^ bejügltd^ „glei(|>" finb; nnb m biefer Umformung, 

ttjel^e nad^ §. 6. ba« „fletlmen" ijl, ntfiffen nun bie l^ier ftffljer 
mitgetl^eilten ©efe^e beg Cperiren« b. f>. bte ©letd^ungen, totiift 
Hefe ®efe$e mS^pxti^m, bennj^t unb angeuHmbt n)erbett; unb 
fo Z^gt ft^ bad gemeine S^ff^^^Sied^tten in bem frftl^er (§.6.) 
befitoirten oQgemmien ffUi^nm ent^otten. — Diefe le^tem Um^ 
formungen ^er^|t man abtx immer bomnter, n^enn man im 
^jtaftifii^en Stffent^Sled^nen t)om „Slbbiren", „@uWra|ifren", „Wbd^ 
Jipjicfren" uttb „©feibiren" fpri(|it. 

2)iefe (prafttfd^e) Dioifton zweier ganjen B^^(^ A unb B, 
gejSd^iel^t aber immer burdfi Slnwenbung ber fjormel §. 17. 9lr. 10., 
inbem man zum erflen @ummanben z bafeG^ft, ba er im 3QIge^ 
meinen Beliebig gemälzt »erben lann, aKemal bie j^mie 3iffer 
ber ]^e#en ßrbnung (ber l^e#en |>ote»z »«t jel^n) ninttut, 
bomit ber na^^tt gefunbene zweite ©ummanb nur no^ Siff^rn 
nicbrigerrr ©rbnungen in ft^ mt^aitm Unnt. — 2)ie 2)i»ifl[on 
»trb au§ feiten „aufgefien", fonbem man wirb in ber Siegel 
üli Chibr^fitltat tint (Bxmm^ ftnben oud einer ganzen Sal^l unb 
einem äd^ten 53rud^, toeld^e ©umme aud^ eine gemif(|ite3al&l 
genannt wirb. 

atn bag belabtfd^e Ba^m^S^^m fd^lieft ^ ber „:2)eei^ 
malbrud^" an, fftr weld^en alfo bie SÄegeln ber ßuotienten, 
ober ber Qnmmm gelten, je nad^bemmon x^n aU tinm Ouo:^ 
tirnten, obtr atö tint <3ummt "^^n ^Jrobuften anftefit, bereat 
gaftoren aud^ negative ganze 5>ottnzen von jel^n entl^itften. ' 

S)ie Dtötfton ber Decimalbrfl(|ie, totmt fit genau auggefö|)rt 
Werben feil, ffibrt aber zu einer unenWtd^en SRei^e, weld^e ge^ 
wOl^nlid^.dn „irrationaler 3>eeimalbrud^'' ^amtt wirb. 
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ttttb ^r ml^t in ben änwenbitttgen attf bie aSerglef^ 
(|iun9 bet Größen ein Sflftfieirungg^Sert]^ gefegt tMtben Um. 
SBet einem fold^en trrattonalett S)ectmalbrud^ nähert jtd^ Me 
<Sumnte »Ott n t)tcima\^Mtn tmntet einer Befümmten, nt^t 
imenMt(|> grcfen ©renje, »enn m^ n felbji unenbltti^ grof 
gebadet wirb; b.|i. efti foIi|fer irraticnaler ©ecimalBru^i ip Atte;^ 
'mat bft«, ttJÄ« fljÄter eine fon^ergente rfttenblfd^e Slefi^e ge^? 
' nonnt n^irb. 

§.33. 

3tt bem Siffetn^ Sle(|>nett geflCrt nwi^: 

1) 2)a« ^otenjiren einer gegebenen ganzen ober gebrod^enen, 
^jofttiöen ober negattt^en 3^^^/ ^ü einer ganjcn 3#. 

2) ^ai S&miAaugiit^m an» einer pe^m ganzen ober 
gebrochenen S<i|^, genau ober ifSfierungM^eife. 

3fi l/a jttftnben unb ifl babei a irgenb eine ^)oftti)je 3a]^t 
fo fd^reibt mtin 



a*z 



mn 



»mn 



m z>l gebaut iji, ilatt a, — '.ftnbet bann w fo, baf 
w«<a.z"» unb (w+l)">a.z"" »irb, unb j^at bann 

-^ ««* ^ 

' Z" Ä" 

ate jwet ®renjen, jnjifdpen benen W^a liegt; unb bie um -^ 

öon einanber »erfd[iieben ftnb, fo baß. biefer Unterfdfiieb Heinet 
toixi ali jiebe nodff fo Hein gebacfite aber befHmmte 3<iH tt>enn 
mm n unenblid^ groß nimmt (unb ettoa z=10 fe^t). 

3) Da« 5)pteniiren einer ^)oftti»en ganjen ober gebro^ienen 
3a|)l mit irgenb einer reellen 2(¥ (M^ §• 28.). 

4) Da« SBered^nen ber reellen 8ogarit|)men unb 

5) bie äCnttjenbung ber Logarithmentafeln jur leidstem Slu«^ 
f(l|irung aller ber Sled^nungen, weld^e |^ier an biefer ©teUe il^ren 
^la^ l^aben. 

ifieoretifd^ iiefit aber l^ier an biefer ©teile allen biefen ^jral^ 
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ttfd^m ßpttaümm, 1 1^. oDm fctrfm tttttf^ttttniigeit bttrd^ 
itttd ttufftö im SBege; trat bof in oXlm im %Süm, wo muvb^ 
Mt ffUi^ttt tnüft^tn, iit SbüfS^tm^ m^m unforer dgatm 
&bli^ftit nU^ «oDflfiiibtg bcmbtgt rntttm fonn, fo fcof matt 
in fcft 9tegd ft^f ndt fUS^maiQi^SBitxtfytn Ugtt&^tn imtf, bte 
olbrr in ben9[ntt)enbungeit, treidle 9om Aallul jur Ser^ 
gleifl^ttng brr ®xi^tn gentad^t tDerben, ^ott bnr gmouttt 
SBer^e gefr^t tvrrtoen fdimnt, tüit \pit(x Bei bor 9(trai|fbmg 
in ®r0fen gejeigt tt)trtm nmf. — 3n toer Zfytoxit, olfo im 
Aa0ttl, itnU mcat ftcfi aBtr immrr iit untnili^tn Strt^m 
felBfl, b.^. He Qtnantn Sßertf^e. 

§. 34. 

S)ie SEnioenbtmg ber, in bem Si^erg^enbeit emotbenen 
®efe$e ber £)))eratumen, pn Umformung vemidelter Sbtöbrfitfe, 
bie entt>eber hU^ ^u^fiaitn, ober Stti^flaBen unb 3iff(nt im^^ 
termifd^t entl^aften, »trb „53ttd^fiaben::^3le(|fenfttnfi" ge^ 
nonnt. ©ie nnterltegt feinen »eiteren ©(fiwierigfeften, fo lange 
man feine anberen l^otei^en betrad^tet, aU gan^e mtb S)iffe^ 
renj^§)otenjen, ober reelle; feine anberen ffinrjeln eintreten 
I&f t al^ po[iti^t (ober, n^ie fold^e and^ nod^ genannt loer^ 
ben, abfolttte), unb feine anberen Sogaritj^men gebrandet atö 
reelle, unb tt>enn man babei feinen 3)ioifor julftft ber ffhäl 
ip, fo tt>ie feine Sogaritj^men^Safie, »eld^ie =1 ijl. 
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Sterte« ^apHl 

§.35. 

Str ^Itn W jie^t gefeiten: 

1) Sitte uttferc Unterfudpungett brtteffett nur ©letd^ungen 
uttt) Slu^btüdfe, We Uo^ angejefgte ßp^rattotten finb, alfo btofe 

2) 3ebe ®lei(|uttg brüdtt nur ba« aSerfialtett ber v!er erfletn 
ß^jetationen ju eittanber mi, unb bte« gilt aud^ »on ben 
(Sletci^ungen, »rtci^e nodp ?>otenjett, ©urjeln ttnb ?ogaritl^ntm, 
in jtd^ aufnel^tnm, wril leitete brei gormm jur 3rtt nod^ fo 
fpeciett aufgefaßt pub, baß ntan ftd^ i^xt SSebeutung, alfo ^ro^ 
bufte, Quotienten unb ^ofiH'ot ober reette S^^fjlen, barunter 
benfen lann unb ntuß; ober ntft anbern SBorten, mil bte 5>o^ 
tenjen, SBurjeln unb ßogaritl^nten jur 2^t noci^ fo fpeciett auf^ 
flefaft loutben, baf fte nod^ n^t aU fell^jijiänbfge gormen 
aufgetreten ftnb. 

3) Sebe fold^e ©letd^ung gilt, elben loetl fte ntd^t« anber? 
aU ba6 aSerl^dlten ber ß^jerattonen ju einanber au^fprid^t, ganj 
unabl^Sngtg ^on beut, mi jeber einzelne Sucj^fiaie tn t^r nodji 
itCi ®<fonbere »orjietten lann, b. |^. fär jieben SSBertl^ eine« jeben 
Sud^jiaben. 

4) SWan fann fi(fy aUx ©letd^ungen ben!en, weldpe nur 
bann etfl rid^ttge (»irlltdpe) ©letd^ungen ftnb, wenn flatt eine« 
ober flatt einiger ber in i^t ijorfomntenben SSud^fialben j. Sd. x, 
% u. »öUig bejiimntte SluöbrfldEe gefegt werben, — m\i)t alfo 
nur bann erfi rici^tige (totrflid^e) ©leid^ungen ftnb, mm unter 
X, z, jc. M. bfefe fcefHmmten, oft not^ unBelannten Slu^brfidfe 
gebadet »erben, ©old^e ©leid^ungen l^eißen bann ©efiint^ 
niungg^Olei^iungen, »eil fte \n ber Siegel baju fcenuftt 
»werben, mi bie unBelannten Slu^brüdfe ju {»efHmnten, tt)eld^e 
flatt %t 2 )c. K. gefegt toerben muffen, x^wi xciWi bie (n^trflic^e) 
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ridffttge, gett^ßfmlid^ ibentif(|i genannte ©Md^ung |al»en u^iQ; b.l^. 
mm man iU etnitge ©leicfiung |)akn »tll We e« gteW, unl? 
wrid^e Mo^ bag aStJtl^altm ber £5perattonen ju einanber attgft)n(|>t. 
— £)te S5u(^flaben x, z, k. jc, bie foldpe bejKmmte S3Bert|>e t)or^ 
flrilen, fieißm bann tn b«:3legelbie,;Jlnbefannten\— S)a8 
Sßtxfa^xm, wcld^eg angewanbt ttJerben muß, um avii ber S3ejlint^ 
ntunflg^®fet(|iung bie bejitmnttm SSBettj^e beS Unftrfannten px ftn^ 
ben, nennt man ba« Sluflöfen ber ^ejttmmungg.^Slei^ 
d^jung na(ä^ biefem UnBefa^nnten. 2Ran t^eüt bte SSejitm^ 
mungg^Sletd^ungen au(|i ein in algebtaifd^e unb in tran^* 
fcenbente, nnb rei^inet jn^ben algeBraifcpen fc(%, in benen 
ber Unl&cfannte, allgemetn gebaci^t, nur in ben. bi8 j^iefipr ttttacj^^ 
teten allgemeinen, SS erbinbungen i)orf ommt. UeMgen« tt)irb b n 
Z^til in mat|)ematif(|>en Slnalpp, ml^n jtc|i, mit ben S3eftim^ 
mungs ^ ®leic|ungen unb namentlid^ mit beten Sluflßfung l&e^ 
fd&äftigt, bie Sllgebra genannt, ml^t jebod^ »iebet in bie 
nieber-e unb in bie ^O^ete Sllgebra abgetj^eilt »erben fann. 

§. 36. 

Sfiun folgt bie, SlufWfung ber algebraifü^en (»eftimmung«;^) 
Glet^ungen ^om erflen ©rabe mit timtm unb mit mel^rem 
l^nibefannteU; unb i^ le^tern gaU bie 3)arflellung ber ^erf<i^ie^ 
\>tnm ßliwinationi^^SWe^obett pline tt)eitere ©d^wierigfeit. — 

3htr m9 ax=b barf man nid^t folgern, baf x = — »irb, 

ttjenn a=0 i% »eil man (nad^ §. 16.) nie burd^ Sßutt bit^ibiren 
barf. ^m ®egcnt|)eil gel^t, mnn a=:::a i% bie ©leid^ung axs;=:b 
in 0.x=b b. |i. in 0=b über, entf^Slt ben UnBef annten x gar 
ifi^t mel^r, unb ijl entttJeber rid^tig, ober fte entplt einen SBi^ 
berfprHdi^, ber baS 9ii(|t^S)afe9n ber asorau^feft^ng belunbet, 
»elie ju biefer ®lei(^ung geführt l^at. (Sgl. §.16. 5«ote.) - 

Jlamentlid^ barf man alfp nid|>t fagen, ba§ x=:qo »irb^ 
fp pft in ax=:b, a felbji ber 5«ull gleid^ »erben fpttte. (Bin\> 

ater h unb a !ppfiti»e Qa^Un, fp »irb x=— bejia 



§. 36—37. Sterte« Äi4)M 63 

fitftf er, je fleiner a wKA, mi x »irb imenWi^i gro^^ fo oft a 
ttttenWtd^ Iletn mxUn foUte, wenn nur ber SSud^ftoie b ben. 
tejlimwten SBettj^, ben er einntal l^at, i>ei^e|>äft. 

§.37. 

®el^t ntan nun ober ju ber quabrftttf(|ien (Sefümmungg^) 
®Iei(|iun8 ax*+bx+c=0, fo fielet mn fagletd^, baß bie 
reine quöbrotifii^e ©Teilung x*=sq bie Slufl^fung x=l/q 
flteH Älf<^ ivx Singenteinen I e t n e Slttflßfung giett, fo lange 
nü^t l/q für jebe« q eingeführt ijl. 

Sfil^rt man af^r för jiebeö allgentrine q We Onabrat^ 
SBurjel l/q babur^ ein, baß ntan jic aU tin S^^m (ali 
eine §orm) befinirt, begabt mit ber ©genfd^aft, baß (l/q)* 
mit q felbp »ertaufd^t »erben lonn, — fo folgt fogleid^ au« 

x^=(l/q)^ nO(^ (x--.l/q)(x+l/q)=0, b. ^. x=+l/q 

unb x=— l/q; b. |). e« giebt jwci einanbcr ni(|>t gleid^e i«;^ 
fammengefefetere formen, +l/q (b.l^. 0+l/q) unb — l/q 
(b. 1^. 0— l/q), niel(|en biefelbe ©genfci^aft glei(^mäßig ju^ 
lommt; unb eS giebt nid^t mel^r aU biefe beiben. Dal^er jieKt 
bie allgemeine Ouabrat^fflurjel l/q im SOlgemeinen jebe i)on 
^ei einanber nid^t gleid[icn gormen, nämlid^ +l/q unb — l/q 
»or, wenn ttidpt in befonberen g&llen au^brttrflid^ Um be^ 
fHmmte berfelben allein »orgefiettt fepn foH. 

2)ie Folgerungen barau« ftnb |^«dpjl »icfftig, namentlid|>: 

A) Die allgemeine Öuabrat^SBurjel l/q fiat, menn q po^ 
ftti« ip, jwei SBertj^e +« unb — « (»o « ber ®ert|^ ber ab^ 
foluten SÖurjel \/q tfl), »on weldpen ber tm |)ofttiv, ber an^ 
bere nt^atb ijl. 

B) 2)ie allgemeine Ouabrat^SBBurjel l/q Öeibt eine felbjl^ 
pSnbige SSBurjel, für bie feine früfiere (reelle) gorm gefejjt werbe» 
f ann, fo tjft q nid^t ipofttii) unb aud^ nidfit SWutt iji. Seber äfu«^ 
brudf aber, ber nid^t mel^r allgemein unb bodfi au^ nidpt reell 
(b.l^. nid^t i)oftti», negati)) ober Stoß) i^, mirb ein imagf^ 
nSrer genannt. £)a|^er ifi bie allgemeine duabrat^Surjel in 
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jebem befonbem gatt etttoeber ritt reeller Slu^brud, ofeer, »ewn 
felbfijifinbfö , em imoginSrer. , 

C) gür We allgemein ett öuabrat^SÖurjeln, (alfo eten 
fowol^l für We reellen tt)te für bie tmaginftren) gelten »on t>en 
©efe^en ber SBurjeln beö §. 27., nfimltt^ ^on ben gonneln 

I. (Ka)* = a; n. l/(a*) = a; 

1) \^b = l/a.l/a); 2) |/^=^; 

Me ©efefee 1, 1. unb 2. ganj unl&ebfngt, ttJetl in I. beibeSriten 
ber ©leid^ung nur rinförmtg ftnb, — in 1. unb 2. bagegen Beibe 
(£tiim ber ®lei(ä^ung genau jttjei^^ förmig jtnb, fo ba^ bie eine 
©rite eten fo voUji&nbig ifl, »ie bie anbere;— bagegen gilt bie 
IL nur bann unbebingt, ujenn jte fo gefd^rieben »irb, nfimlid^ 

IL l/(a») = d=a, 

in fofern nur bann xt^ti biefelben Reiben gormcn fiefien, wri^e 
ber Slu^brudf jur ?infen »orfieHt. 

D) 3fl l^a allgemein (b. ^. tbm fo gut nod^ reell aU ima^ 
ginfir), ober iji l/a reell, ober ifl l/a imaginär, fo barf man 

ni^t (pd=q)lXa flatt pl/a±ql/a, 

ni(|t 0/a)^oberÄ fiatt V^a-l/a 

fd^reil>en unb ni^t au6 V/a=a unb l/a=/? folgern, ba^ 
aud^ a=ß fe9, wenn man it(|i nidpt ganj genau ijorl^er ver^ 
gewiffert l^at, baf V/a, fo oft btefe gorm in tinm unb bem=^ 
felben 5lugbrucf erfd^eint, aud^ aUemal nnm unb benfeften il^rer 
Reiben S33ert|)e »orjlellt. — 3Äit anbem SBorten: man Be|>anble 
biefelbe gorm, ba jte j» ei beutig ijl, wenn jte me|yreremale 
erfd^eint, nid^t fo, tt)ie wenn jte einbeutig »äre, fonbern man 
benife immer baran, baf jte, oiglrid^ bem fiufem Slnfel^en nad^ 
rine unb biefefte gorm, bod^ jiebe«mal einen anbem i|irer Ui^ 
ben S5Bert|)e ^orjieKen lann.*) 

E) 3jl q negatii) unb =— p, fo ijl 



^) Die Semadjilafftdttttg biefer einfadSfen fftt^tl ifl, toie bie ©efd^idSfie 
ber ntatl^ematifd^ett ^nalp[x^ U^xi, eine firud^tbare Duette ijon aBiberfjJwdjien 
^ber fofienatttttett /^^Jwabojpien be« ÄaWttte// gewotbett. 
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l/q=V/-p=»/pxV/^. n)äf)renb Vp reell ifi; fo U^ 
jiebe tmagittSre ffiurjel t)Ott ber gofm \/^ aUemal auf bie 

rinfad^ere imaginäre SBurjel \/^ jurüdfgefftj^rt »erben fann. 
F) glir baS SRed^nen müxma^in&xtn (Ouabrat^) 2ßur^ 
jeln gieBt ed natürlid^ feine anberen ©efefte ober gormein , oXi 
We, votl^t ti für bie allgemeinen (öuabräH 9ö«tieln ^UU, 
liSmlid^i bie in C. »erjeic|ineten, j[ebO(|> mit gel^öriger SRßcfjtci^t 
auf bie in D. mitgetl^eiltenn a8orf(|iriften. -r- SRamentlid^ iji alfo 

7.\/z:i^.\/—[—5.\/~i 
V^iri . V/zii = (V/Hi)^ == -, 1 

nur bann, wenn man bie gied^nungen ^öorl^er fo ^at einrid^tert 

Ißnnen, baß man »öKig ill&erieugt ifl, bie l/^ flelle, fo oft 
fte »orfommt, jebeSmal genau eine unb biefelbe ber beiben gor^^ 

wen (+V/^ unb — \/-T) »or, weld^e mit ifir bie, i^r 
3Befen au^mad^enbe Sigenfd^aft gemein l^al^en (n&mlid^, mit 2 
^)otenjirt; wieber — 1 ju geBen.) . 

3m Slllgemeinen alfo »irb man, ben gormein c. gemäß, 

7.\/=:T-2.\/=1:=(7=f2).\/^ 

unb 

V/3i.\/r:i=;=\/+i=±i 

nefimen mfiffen. 

§.38. , 

2)ie allgemeine Sluflöfung ber allgemeinen quabratifcj^en 
®lei(|iung 

giel^t nun ofine loeiterk ©cj^mierigfeit 

b _j_ V^b^ — 4ac 

*~ 2a— 2a 

Sie giel^t fttr ben Unl^elannten x jujei unb nid^t nte|^r al8 
jwei (einanber nid^t gleidfie) SSBert^e (b. |^. gormen, bie flatt x 
gefeftt, bie®leid^ungax^+bx+c=0 ju einer ri4>tigen (iben^^ 
tifd^en) ©leid^ung, nSmlid^ ju 0=;0, madjien). 

5 
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. Sdttxa^itt man aUx bfife aügemefne 2lufI8fung in im U^ 
fcnbwen gälte, ,w a, b, c ni^t mt^x Moße Zx&^tx ber £>pt^ 
rattonm, fonbern bereit« oli xnUt S<^W^ (b. 1^. aU Biffern^ 
Sfuöbriirfe ^on 6e|limmter gom) gebadet ffnb, fo ftnb ik teibett 
SBcrtfie be8 UnBefannten x, betbe reell, ober Beibe tmaginftr, je 
jia^ibem b*— 4ac ipofitto ober negatit) »irb. 3n leßterm gaür 
aber fann man 



fd^reiben, unb man fielet baffer, ba^ bannbiebetbenäBertj^e 

joon X auf bte gorm p+q«\/— 1 8ei^ra(|^t »erben f Jit«* 
nen, »o p unb q reell ftnb. 

§. 39. 

aSon ttnn an gtebt ti alfo unter ben ntögltdpen Befbnberett 
fftt^nnn^S ^^t>xmtn nx^t blof reelle, fpnbem an^ tntogfnäre, 

U^ttxt aber »on ber görnt p+q-V/--7; nnb in btefe gornt 
lann ntan an^ alle reellen Slugbrürfe viit auftte|ynten, weil 
ntan q=0 fi^ beulen fann- — SBir nennen ba|^i bie gfornt 
p+q.^/Hi bit allgemeine numerifd^e 3#- 

SBir bejeid^en burcj^ i allemal tim unb biefelbe ber unter 

V/— 1 ^orgefieHten JJormen, fo baß bann — i bie anbere i^l 
3fl bann p+q«i = r+sM unter ber ajorauSfeftung 
ba| p, q, T, 8 alle ^itx reell jtnb, fo ijl aUemal einjeln 

p = r unb q=s.*) 
•hierauf geliü^t ftnbet man ^ • 

2) (a+ß.i)(y+d-i) = (ay-ßd)+(ad+ßY).i; ^ 



gen X=X' ttttb Y=Y', toajirejtb X, X', Y, Y' ttodSi ö««^ aHgrinetit fmb. 
2Dtei0 tfl aber aUemoI umtd^Hg, «nb man barf p^ n«|ft loitnbern, toenii ein 
foldjje« SBerfaliiren ju SBiberfrntdjiett Wrt. . 
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« a+ß.i _ ay+ßd ßy^ad .^ 

WO in Sto. 4. für bie Bcibeit äu^^rn ÖuabratttJurielö, bie al« 
rittbmtige unb öbfolute gebadet öjcrten, beibe + ober bdbe — 
3ei(|iett genommen werben muffen, »enn ß ^)ofttiö fep foDte, 
»a^renb biefelben Reiben SBurjeln mtt bem entgegengefe^ten Sßor:? 
jeid^en b.. ^. bie eine mit bem + \)\t anber^ mit bem — ^ti^tn 
^tt nel^men jinb, mnxi, ß negativ tfl. 

S« folgert barau«, ba^ oße aSerWnbuugen au8 foldpen 
reeötn ober imaginären formen, immer »ieber ju benfeften 
gormen führen. 3a, benit man ^ in ber oßgemeinen quo^ 
bratif(|ien ®Ieid[^ttng 

ax^+bx+c = 

Me Äoefffcienten a, b, c unter biefer gorm p+q^i, fo toirb 
fi) and »orflfl^enben Stefnltaten SRr- 1.— $Wr.4. fo^(^ ergelöen, 
ba^ ottdf^ bie Reiben äQertl^e, bie Mi biefer qnabratifd^en (SM^ 
^ung fttr b^ti Unbefanntenx |^erüorge|)en, immer wieber biefelie 
gorm annel^men Wnnen nnb milffen, b. |^. allgemein ^nu^^ 
nterif(|ie Bal^le^t ftnb. 

©0 lange man alfo nur mit ben jbi« jefet l^tngeflelßen ÜRtt:* 
teln redpnet, fo lange Wnnen feine neuen felBflflÄnbigen Befon^^ 
beren gormen entflel^en, fonbern alle, urfprfinglid^ ben ganzen 
Jotrttidfien Qa^ltn i^x ©afep ^ertanfenben SfuSbröcfe, b.J^. alle 

3iffern^Slu«brildfe, laffen fxify allemal auf bie JJorm p+q*\/^ 
ober p+q«i iurflrffü|)ren,' »o p unb q reeH flitb, fo baf ffe 
au(|i ber SWull gleid^ feipn fönnen. 

§.4a 

, 9lttn lann man )u ben |^5^eren algebraif^ien ©leid^ungen 

ilbergel^en. — SDlan betoeifl iuerjl auf einem ber bekannten S3Bege 

1) baf jiebe ^^m ©leid^ung «om n*«» ®tabe, mit allge^ 

mtin ^ numerifd|ien Äoefficienten (b- 1^. »on ber gorm p+q-i) 

5* 
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für im Uttbrfannten x tintn SBm^ liefere tjott betfelBeti 
gorm P+Qm; 

2) baß fte für im Unbefannten x aud^ öDemal n fold^e 
SBert|ye liefere nid^t mt^x unb ntd^t «weniger, bie jebod^ in it^ 
fonberen gäHen tfieitoeife ober aüe etnanber glei(ä^ werben Wntten; 

3) baß iebe ganje gunlttott »on x ^otn n*«« ®rabe nfimltd^ 

x"+Ax"-^+Bx''~^+Cx"~^ + ....+Px+Q 

mit allgttteini^ttumerifci^ettÄoefficientett (b.]^. »ort itx^oxm 
«+/*•!) |t^ attemal in tin 5)robuft »on n fjaftoren jerlegen 
laffe (unb bieg nur auf eine einzige Slrt) »on ber %oxm 

(x— a)(x— b)(x— ,c)(x — d)..*.(x— p)(x— q), 

Jtjo a, b, c, d ••••?, q »ieberum aUgentein^nunierifdpe %vA^ 
brfidfe (b. |^. »on ber JJorm «+/?•!), unb imx biejenigen 
SSBertj^e jmb, ml^t, flatt x gefefct, bie ganje gunition ber flM 
gleiiä^ mailien. 

4) ©inb bie Äcefficienten A, B, C, •••?, Q aUe reeU, fo 
laffen jtd^ biejenigen unter biefen n gaftoren/ weld^e imaginfit 
fep fottteU; !paartt)eife fo orbnen, b^ß tin fold^e« §5aar bieg 
55Tobuft 

[x-(p+q-i)]-Cx-(p-q-i)] b. ^. x»-2px+(p» + q«) 

liefert. 3Die obige ganje gunftion »on x »ont n«« ®rabe fiat 
alfo bann lauter reette einfa^e ober bod^ lauter reelle einfädle 
unb ©opjjel^gaiftoren (b. 1^. gaftoren 5)0tt ber gorm x'+rx+s 
mit reellen Äoefftcienten). 

Die Seigre ber l^ö^^rn ©leid^ungen läßt ftd^ übrigen« nad^ 
S5eliebe>i weiter fortfü|)ren, ol^ne baß man befonberen ©d^wie^ 
rigfeiten begegnete; namentlic|> laffen ftd^ bie ^tnxiici^m leidet 
aufftnben, woran ntan erfennen lann, baß gleid^e ober lauter 
^erfd^iebene Sffiertl^e für ben ttnbef annten erifliren. 

§. 41. 

%xn iil man im ©tanbe bie affgemeine m^« SSurjel tin^U:^ 

fiXfyxm. — Unter Va »erjie|it man n&mli^ tin 3«d^en b.l^. tint 

(m \m 
Vdi) mii a felbfl 
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mtattfd^t mxitn tarn, n^fil^renb a ^m apfgemttn gebadfit i% 
m bagegctt eine pofxtvot ganje 34^^ i^orjleUt 

aSerfttd^t ntan e«, ju Befitmmen »ie i)(ele »erfd^tebene, riti^ 
anber nid^t gleid^e, burd^ x Be^eicipnete ^formen enfliren, tt)eld|ie 

bfe iux^ l/a öorgejleHte gtgenfcliafit "^aUn, fo ftnbet man^ baf 

x^srra Ober x""— a = 
feijft nfuf . SBeö aber bieg eine l^öf^ere ©leidpung ^om m«« ®rabe 
ijl, fo ^itU ffe ^r x, m »erfd^itebene SSBertl^e; nid^t «tel^t unb 

m 

nid^t Jüeniger. Sllfo ijl i/a mfOmtig, unb ntan Befontmt atte 
biefe m »erfd^ipbenett gomten, joenn man jiatt V^a fd^teibt 

'in in u 

V/a«l/l, babei in bem festem 5)robtt!t ben erflem gaftot l/a 

blo^ einfönnig ftd^ benft, bagegen unter V/1 beten m SBertj^e 

a, a*, a^, ••• a""~S a"" Ober 1 ^orgefiettt fielet; wo a nod^ 
nfij^er bejHmntt werben ntuf.*) 
Daraus folgt: 

A) mi Ä'"=B"' barf mn nic^t folgern, baf au(|> A=B 

fe^n.ntüffe; fonbem blo^ baß A-l/l =B.V/1 iji, ober |iöd^:^ 

flen«, baß A=:B*W^1 iji, b. |^. baß ntan A erliÄit, totmt B 

ntit einetit, aber nod^ näj^er ju beflimmenben SBertf^ »on Vi 
ntulti})licirt wirb. 

B) SCffe SBertj^e von Vi f)aben notfiwenbig bie gorm 
p+q-i; weld^e gornt wir bie allgemein :^numerifd^e 3a|il 
genannt l^aben. 

C) 3jl a reell ober imaginär aber von ber gorm p+q«i, 

fo jtnb aKe m fSitxt^t »on l/a reeU ober imaginftr aber »Ott 
berfelben gorm P+Q-i. 



^) ^af ; tomtt a ein iSßertlSi i^on \/i if, bann aHemol a*, a^, • • • 

a'^, t»ö r briieMfl ßanj ijl, ebntfaU« (btefeHiett ober anbere) SBertiie Don 1/1 
feptt «tttlfett, folgt Hxm, bap »uHi« («')"* = («"^=1' = Uft^ 
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D) gilt tiicfe aKgmeincn ffittQcln gtttm f»lgetibe ®rfr|e: 

I. (v/ar^a; n. V/(a"')=:a.»/l; 

1) V/(ab)«=V/a.C^; 2) V/(a:b)ÄV>a:i>b; 

m / n \ mn 

3) V/iV/ajttKa; 

fö ttftmHd^; ia^ auf be&en (Seiten einer jebett biefer ®W(|iun^ 
gen gletdjf öiele »nb genau biefelkn aBert|[e iiel^en, vrit folif^e« 
nad^ §. 3. i^ost einer rt(|itigen ®Iei#ung verlangt tonim vm^.*) 
3n bemfelben ©inne ifl bagegen bie ®Iei(|ittng 

4) V/(a") = (l/a) , 

ttjo n }3ofttiö ganj ober negativ ganj ober 9lull gebadet toirb, 
ttid^t rid^rig, weil betStuebrutf j^ir iinUn mSSkrti^ l^t, t^Äl^i« 
renb ber SlUiSbrud jur gie(i[)ten beren n^eniger |)aben fonn**) unb 
nur bann eBen fo »iele SBert^e "^at, mnn m unb n feinen ge^ 
meinfd^aftlidpen 2:|)eile/ ]^aben. $)iefe ©letd^ung 9lr. 4. ijl 
bal^er (ungefd^icft angewanbt) aU eirte Duelle 5)on 55a^ 
raborien be« ÄalfuU anjufelien. 

E) Wtan barf 

v mm 

tti^i <P+q)'Ka jiatt p.V/a+q.l/a, 

wnt» trf^t (v/a)* fiatt V/a.l/a 

fe^en, unb nft^t au« X/soi^cc unbil/arr/S? folgern, ba$ au^ 
a=ß fep, wenn ntan nid^t »orl^er öberjeugt fp, ba^ baffelbe 

Set^n l/a, fo oft es in bentfeften ^u^brudf »orfommt, aud^. 
jebedmal rfnen unb benfefbm feiner m SEBertl^e »orflelle, — tint 
Ueberjeugung jebod^, bie man jtd^ bei ganj allgenteinen 
ttntetfud^ungen, ber Statur ber ©ad^e gemä^, metji nid^t 
»erfd^jfin jtom. — (Sbm fo al&er barf man rdi^t a jlatt 

*) 3« b« S«r. I. tfl im ttttb rcdjft« nur c!« litt^lger SSettl^» 3« 9ir. IL; 
fo toie in 9^r. 1. unb in 9lr. 2. ftnb linH unb redete flenau m SBert^^c, in 9'h:. 3. 

**) (So l)at|. 33. \/{a«) bie 4 SBcrtJc {/a, -Va, +\/^, ^[/^; 
baöegc« Ifat (l/a) tHtr bie |4wt SBertlü J/"« «nb — l/a. 
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V/(a") feft^tt/ weil bie leitete SButiel einen öon m ijerfd^tebenen 
SBertben^orfiettt, t>et nfcj^t gerate a ju feijn Braud^t, t)er al&et 

gatt) getüt^ tn a«l/^l en^alten t^. 

VLcitx^aupt alfo : «tan U^atitU etne folcfie aCgemetne in*« 
SßuQel, i9ie ba« tt^a^ ^ ifi, nUmli^ aU ein 3^<<|fen, to^tS, 
fo 0^ e8 erfd[>etnt, ftne »on m »erfd^tebenen gornten »orfleHt, 
Pbet äffe m gotmen jugtetd^, ml(^ti aber untejlfmmt Wft, 
, »eld^e ber lefttem gerabe gemeint feij, — unb ntan »irb nie 
in SBiberfprflt^e geratl^en, ttjfi|i'rfnb au^erbem bte 3Äe|>r^ 
beutigfeft *fr ffiurieln, »enn fte ntd^t giefiOrtg 
gead^tet »trb, eine frtt(|ftbare£lttene »on ^araboyien 

be« Äalful« »irb. 

■* 

§.42. 

£)a0 CStntiniren tinti Unl^efannten mS )U)ei j^Offerett alge^ 

(raififfeu ®lei(|»ungen, fe tt)ie baiJ ^ufliifen biefer ©leidfinngett 

^ ft^en nur - auf |>raftif(|fe. ^inbermffe aber Hx^ani niifyt auf 

t^xtü\^, benen auf togifd^em 9Bege abgej^i^Ifen n^erben mit^te. 

Slnuterfung 1. ©o genannte tranfcenbente SefHni^ 

dl^uitgen, »ie a- ». a*=b, a»^^^^-- a-»^^=b, »o berUtt^ 
ibefannt^ x im QxporunHn eitt^r f^oteuj erfdffeint^ Iffnn^n gur 
3eit nod^ gar nid^ ^xUmwitf mii t»ix mt ^otenj, teren dx^ 
ponvxt ti^^ unl^fonnt i^, alfo aud^ tutagMr fep fünnte, nod^ 
gar td^t Qt^aU "^aUn, .fe£bfl nid^t fcld^e ^^ttnam, bereu S)tg^ 
naub allgeutein unb bereu Qx^onmt reell unb gebrod|feu to6xc. 
^nmerfung 2. £)er binomifc^e Sel^rfa^ fftr goitae (ixp9^ 
uenteu, ber fo leidet unb tinfa^ j^iuiufieQen i^, alfo ber @a& 

n)o X ald eine ))ojttü)e gan^e 3^1)1 gebadet tt)irb, ^|Kit }ur 9te4|iten 
x+1 ©lieber. 6^ fann aber bie 9le{|ye jur SRed^ten hiS irCi 
Unenblidfie fortge|)enb gebadet werben, »eil bie Äoefpcienten affer 
nad^ beut x+1«« folgenben ©lieber ben gaftor Sluff in jtd^ 
au^e|imtn, bal^er felbjl ber MU gleidji »erben. — 2)enft ntan 



/ 

( 
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ftd^ nun tiefe Sletl^e ttJtrtlid^ cl^ne (Snbe fortgefefct, ju gleiilfet: 3ett 
aber im Äoefftcientett ^^^f^^ ^^ — ix^-TX^ 

beti Äoefftcienten "'^'^"^^^^g'^'^^ n ix~^x»+ix^ 
ben Äoefftctetttett^.^=^^^^^ 



uttb f jeben ber . f olgenben Äcefftcienten nacip ^oteuien »on x 
georbnet, — fo Um man red^t« bte ^©lieber nad^^ben ^otettien 
öon X .orbnett; unb man erplt 

(l+b/ = l+(b~ib^+ib»-ibV+....inmf.)-x 

+(^b*-.p3+.-. ininfO-x* 
+ • • • • in inf .; 

fo baß (1+b)'' jeftt ttt eine nadfi ganjeti |>otettjett »on * fort;:^ 
laufenbe un ettblt(|>e 3le{f)e umgefomtt tfl, beten Äöefftctentm 
felbji wteber unenblid^e 3Heif)en ftrtb, Me na(|i ganjen^Jotenjen 
t)on b fortkufeit. S)tefe ©letd^ung gilt nun für jebe ganje po^ 
ittiöeSafilx; — weil aber biefe Steige jur Sfted^ten für eiti'all:^ 
Qtmtinti X gebadfit werben fonn, fo giebt jte offenbar bas 

aWtttel ai, eine allgemeine ?)otenj a* ober (l+b)'' (f(tr.j[ebegx) 
' einjufü|iren, wenn wir nur »orfier bie „Xl^eotie ber unenblid^en 
„IReil^m" auf tint SOBeife l^ingejiellt Ipaben werben, baß nton 
auf felbige grünblid^e Unte^nd^ungen bauen fam. 

©0 fehlen wir und alfo, in bem (Streben nad[i einem aKge:* 
mtinm ätuffaffen be« OegenfaßeS in Striplo, ber iwifd^en ben 
brei lefttem £)})erationen (bem 3>otenjiren, bem SRabiciren unb 
bem Sogaritfimirm) befielet, fo xoit bed 3ttf«t«wenl^angg biefer 
brei legtern £)^)erationm ju ben i^ier etfiern, — bie man bie 
elementaren nennt, — wiebemm, — toit frilfier fd^on. einige:^ 
male, •— ju ben unenblid^en fün^tn gefül^rt, unb ,wir Unntn 
ba|er beren nfi|iere Setrad^tung nun nidpt länger mefir »on uns 
abWeifen. 






jtt im »i« CT|letn. 
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'fünfte« Äc^jitel 

§.43. 

Ott in ganjett guttftfon »on x »om n*«" Orabe fe. 1^. 
in Ux gorm 

Imn man ff^^ iit pofitm ganjr ^l n fo gtof briifm cii 
man nur immer n)ia; alfo lann man ^<l^ fob^e aud^ nnenb^ 
li^ grog benfen, b. |y. immer größer nodfi ate jebe nod^ fo 
groß getadelte al^er bejiimmte 3<^^l; alfo ijl baburd^ baS £)afep 
ttr „na(|i ganjen fJ^tenjen »on x.fortlanfenbrn un^ 
^^enblid^en Keilte" mit S?ot]^»enbtgfeit gegeben. — S)tefe uruf 
enblid^e Stetfie ifl a!)er ni^t elper al« »ürl^anben an^nfef^en^ cii 
nid^t baS ©efeft, nad^ %»eld^em il^re Äoefftcienten ftd^ rillten, big 
itCi Unenbli(|ie fort bejKmmt au«gefprod[ien ifi. 

Seil aber bie nad^ ganzen $oten}en s^on x fortlaufenbe 
nnenbiidl^e dteil^e ^ngleid^ vxit ber gongen Sfunftion «)on x ^om 
itnbefHmmten ®rabe gegeben ifl, fo bürfen toix ni^t nur fon^ 
bem toir muffen aud^ junäd^fl mit biefen formen, beren 
-^lieber (nai^ einem bejiimmten JJortfd^reitung«^® efe^) irCi 
Unenblid^^ fortgej^n, genau nad^ benfelben ©efeften „red^nen" 
joie mit ben ganjen gunftionen »on x »om unbejHmmten ®rabe. 
^ 6o wie aber bie ganje gunftion »on x aufj^ört tm fold^e 
ju fep, unb ba|)er bann aüe fttr fte aU foldpe erijiirenben ®e^ 
fefee auf er Slntoenbung treten, fo oft man bem x einen beflimm^? 
ten 3iffem^©ertl^ giebt, — eben fo ^xt an^ bte nnenblid^e 
9llei|)ß auf nad^ ben ©efe^en ber ganjen gunittonen ^on x be^^ 
^anbelt »erben ju bitrfen, fobalb man bem gortfd^reitung^^^Sucli:« 
paben x irgenb etnen bejiimmten Stffem^SSBerti) giebt. 
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Sin man ia^tx mit tmehblid^en, m^ ganzen ^oten^ett 
»Ott X fortlaufettbm f^ü^tn m^ bm Siegeln, bte für We gatticn 
gunftionett »on x gelten, nttt »öKtger ©id^erl^ett be« erfolg« 
„re(|>nen", fo «tuf man iur-erjien Sebingung ntad^en, baf bet 
gortf(|itettttng8^SttcfiflaBe x ganj aKgemetn iletbe unb baf man 
ftd^ burd^au? feinen bejlfmmten Si^txn^fl&txt^ batuntrr benfe; 
baf et ein Wo^er SErftgerbet C^jerationen fe?.*) 

Slber eben be«|)alb werben »fr in ber golge, n>tnn »fr »on 
einer aügemetnen unenblid^en füti^t frrec^en, iai fx&iiSat: 
„na^ ganjen ?)otenjen »on x, ober »on z, ober »on 5p jc. :c. 
„fortlaufenb", — nid^t immer |yinjufügen, ba ftd^ ba« ,,ttad^ 
„^ottnitn fortlaufen" immer »on felbjl »erjie^t, iinb ber gorfc^ 
fdfireitung^^Sttd^flabe ni^it immer genannt ju merben braucfft, 
tomn er nur fonp ni(|>t »erfannt »erben fann. 

§. 44. 

hieran« jiel^en »fr für fold^e allgemeine, nad^ ganjen f^ttn^ 
Jen irgenb eine« gortfd^ireitttnggi^Sud^fiaben fortlaufenbe SRefj^en 
ittnÄ# folgenbe ®al^r|)eiten: 



natmie red^nenbe /Tl^efl ber !0{at(iemattf, ed nie mit ®rd$en ju t^nn ^at, 
ba^ man nie mit @^rdf en ^red^nen« fann unb barf (§. 6.), ba$ man im- 
mer nur mit gormen red^net (mit an^titi^itn £))>erationen) unb ta^ eben 
bed^alb and^ bae /'Slec^nenV/ mit unenblid^en 0leil^en aQemal mf^i^xm mn^, 
fobalb bte Sorm aufl^^rt, mit tveld[|er gered^net toerben fann nnb barf. 

1)Ci^t^tn fmn man in ber golge, totm titmal bie allgemeine ^oten^ 
eingefeuert fei;in tvirb, eine fold^e nad^ ^anitn ^otenaeh ))cn x fortlaufenbe 

fSiti^t mit X V multtpliciren; fo ba^ man tinc fRti^t txl^ält, bie fogar mit 
nt^ati'dm ^oten^en ^cn x beginnt, unb nadfi gebrodfienen ^ctenjen ücn x 

fortläuft. — JDe^gleidSiett fann man flatt x j. 33. — ober z"^ fefen, fo baf 

bie dleil^e nadjf (ieigenben unb ganzen ^oten^en t)on z~~^; unb eben be^ljfalb 

bei ber geringffen Umformung (»on (z""^)" in z^OwÄ^ttegatioen^Jotenaett 
Don z fortläuft. ^Hed biefed fann ober aud^ mit ber ganzen Sunftion Wn x 

)>om n^^" ®rabe i»orgenDmmen tperben, oljine H^ pe baburd^ tliren (^arafter 
»erliert. 
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1) J)a tint ganje gunftion »on x ^om n*«" ©tabe lautet 
Slull^Äoefftrietttm l^abm muß, wenn fte für jebm SSSertl^ »on x, 
ölfo -ttJÄf)renfc x Q<m aUgcmem tleftt, bet 5»ull gletd^ fepn foB/) 
— fo muß aud^ eine nad^ ganjen ^^otwtjen i>on x fortlaufenbe 
fftti^t lauter SWuHett ju Äoefficienten |yaben, wenn fte, »Sl^renb 
X ganj aUgemetn bleibt, aKemal ber fflrxU gleid^ fepn foll. 

* 2) J5a jwet ganje gunitionen öon x »om n*«« ®rabe, mm 
{ie für jieben SBert|> ^on x, alfo tt)ä|irenb x no(|i ganj aUge^ 
mein bleibt, einanber gleid^ fe^n foUen, lauter bejfiglid^ gleidpe 
^oeffictenten fiaben muffen, — fo muß le^tereg notfiwenbig an^ 
bann ber gaH fe^n, mm ^mi na(|i ganjen ^Jotenjen »on x 
fortlaufenbe unenblid^e fRti^m einanber glei(^ fep foKen, wenn 
aud^ in i^ntn ber gortfd^reitungg:=^95ud^ftabe ganj unbefUmmt 
Pber »ielmefir ganj allgemein (tin bloßer SCrfiger ber £)j)eratto^ 
nen) bleibt.**) 



*) SBare nMi^ niö^t jeber Äöeffinettt ber 9^«a gleidl», fö toörbe ntatt 

eine algebraifd^e Oleid^ung ^>aben, »om n*^" ober ^on tinm niebrigem 
®rabe, imb bann iDörbe f!e nur f^'o^^tni füx n ober nod^i für toentger 
SBert^e )9on x, alfo nid^t für jieben SBert|^ ^nn x befleißen. 

'^O ^an b<tt für biefe beiben @ä^e «»erfdiiiebene S3etoeife, ble tebod^f alte 
mit SRe^t angegriffen toorben ftnb. — SBenn xc^Wi au« 

1) ao+aiX+aax'+aaX^ + v* ^^ iiif*=:0 
folgert, ba§ and^ SossO fefin xccx^t, toeil fonfl bie ©letd^ung nid^t für 
xssO bepönbe, Xb^xtxCa fte bod^ für (eben ^ertl^ »on xtefteljfen foK, fo 
wag. bie0 nod^ angeben. JDann tft aber nodj» 

aiX+a3x'-4-a8x'+a4X*+*'*3=0, 
b.^>. 2) x.(a,-f-aaX+a3X»-#-a4X«Hhv)=0, 

jmb enttoeber x=0, ober 

3) a]+aaX+a3x'+a4x3Hf-*** = 0) 
\>*\ biefe le^tere ®Ieidj|ttng iji nur bann not(|toenbtg rid^ttg, toenn x nid^t 
9luQ ift, toeil .für x=sO ber (S^Ietd^inng 2. fd^fon genügt ifl, ol^ine baf ber 
2te gaftor ai+aax+ä3x«+... ber 9htll gleidji gu fet)n brandet, alfo 
olj^ne bag für xssO bie O^Ieid^nng 3. rid^tig jn fe^^n brandet. 2)a$ alfo 
notl^toenbig ai=0 fe^, fann xci<xxi nun nid^t mel^r folgern, toeil bie (Blei« 
djiung 3. ^r xs=0 nid^t notl^menbig {iatt finbet 

$)ält man aber bie ^Injtd^t ber 4 s^orlSfergegangnten 5la))itel fe|i, fo |»al 
bie ^arßeHung oben im Se^e burd^aud feine @d^toierigfeiten. 
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§. 45. 

Dag ^jraftifd^e SIbitren; ©uBtra^tten unb SWuUi^ 
})Iictrett jweter foldpen nad^ öattjen ^otenien öon x fortlair^ 
fenben unenbltd^en Slet^n R unb S, b. 1^. bie Umformung 
ber ©umme R+S, ber 35ifferenj R—S, unb brö 5)robuftö 
R-S in eine ä^nli^t unenbli(^e, SRei^e, l^at, t>em Sßorangegan^ 
ßenen jufolge, bnr^au« feine ©d^ierigfeit. 

R 11 

©oß aber ber auoöent -g- ober R • ^ b. |). -^ in eine 

^vii^ fUti^t umgeformt »erben, fo »erben bie Äoeffteten^ 
im ^^, H^, M^, 3I3, K. 7t. einer unenMtd^en gleite 

multi|)licirt, R ober 1 »ieber ^itlt; bie 3Äultiplifation unb bie 
aSergleid^ung be« ^robuftg mit ber SReil^e R, ober mit 1, ftnbet 
nun aber ol^neßnbe fort fiatt; man er|yält ojineSnbe fort 
neue Oleid^ungen jtoifd^en ben Äoefficienten, fo baf au^ jieber 
folgenden biefer ©lei^^ungen aud^ üebe^mal ein folgenber ber, 
Slnfang« nc^ unbelonntcn Äoefjicientett ^^, 31^, %^, Sl,, 

H. K., gefwiben »erben fann, unb bie« ol^ine (£nbe fort. 
I)ie neue unenblid^e 9lei|)e ^^+f&^x+^^x'^+*^* |>at alfo 

ol^ne Snbe fort bie ©genfd^afi, baf fte, mit S multiplicirt, 
eine neue 9lei|)e giebt, »eld^e o|)ne Snbe fort mit ber Steige 

R ober mit i jufammenfSIlt. S)a nun ber Ouoüent -o- ober 

1 

ber Öuotient'y (na<ä^ §. 18.) eine Wofe Sorm ifi, m\^i bie 

6igenf§aft re^^räfentirt (alfo an^ jieben ^lu^brud ber biefe ®gen^ 

f(i^ft ^Ät), baß nämli^ |^ mit S multijjlicirt, R, ^ ober ia^^ 

mit S multiplicirt, 1 »ieber giebt, unb ba bie gefunbene un^ 
enblid^e Steige ä,+8ljX+Sl,x^+2l3x«+-.. birfe ©gen^ 

fd^afl l^at, fo ijl fte (na<|i §.,3.) tm ßuotientett y. ober -g- 
„gleid^", unb fann überall »0 man „red^net" jiatt be« ßuo^ 



§:45. 
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tfrntett ^ 9t>n 4r tml&eWrigt gefegt »wbm, o|ne txif man 



fßrd^m tttä^te, \xii\tx4 mit im @ef(^en ^r £)\in«ä«nta in 

S83ä»wft5nt(ä^ j« geratl^n.*) 

3wr Stläutcnmg imtf l^ter aBet no^ l^ittaugrfügt uxtbett : ' 
1) S)te Ä^efftcietUttt Sl^, «,, «,,-31,, k. k., iNjHwmm 

ftd^ ttttä^t, wmtt nte|r erjie ÄOffftctentm im J)t»tf()t S ber Stoß 
gleidl» finb «W tm 2)t»it>mfem.R,**> mit «itbfnt SBortm, »mn 

in £ittoti«tt g- auf bte gorm 



^•"•(b^+b^^.-x^+b^^^ 



•x^+b«.^,-x 



3 



m+3 



>• • • 



) 



x".(c„ 



n+l 



•x'4-c, 



n+2 



•X' +\+3 'X 



• • • 



) 



geitadpt »ttbett fann, tt)fi^tenb m<n tfl, unb b^ unb c^ 

jitdpt «ie|(t 9iull ftttb. £){e8 fällt aud^ ofutebtc« in bic Slugen^ 
»eil jeßt bag Slefultat ber Umforrnuna |)6#«t« fo werben Um: 

2) SBenn aejetgt ijl, baf bie unenbli(|>e SfteiJ^e. 

R 

bem üttotienten -g- „gleid^" ifl, fo »erfitl^t fld^ »pn feftfl, ba^ . 
bieg ni^t ntel^r »on irgenb'ein^r enblit^en 5lnja|il »on ®lie^ 



^) man ttW^ M^ la^tlbt aiefttltat, tDettnman bte Somd(S.20.9tr.lO.) 



ssZ- 



A~Bz 



B ■ B 

Djpn e (Sttbe fort totefaerl^olt amoentet uttb balbei ttid^i aa^ im %vi^m Iafl> 
baß A Uttb B Ifiet tote gatt^e ^uffltionrn ))Dn x beijianbelt mtUn tniif« 
fett. SBo)(te matt bei biefer £)t»{flett abbredjiett, fo loürbe jtt ber ettbUd^ett^n« 
)a)!fl ber Kleber, bie mm f^oitM/ i»>(|^in €Tg&tt|ttitg0'>€)neb iutixtlxt* 
ifn, um ettte yidHtge Q^Ui^% |u l^abett; binft matt ftd^ ahn bte £)t«tpmt 
toirflid^ Dritte (Sttbe fortgefe^t^ fo fann bad ^rdanautta^ " ®lteb ^ fetttop 
3«t ettthretett. 

*") (Ee iotrb ttamlid^ bantt bte angemettte fÜti^nmQ für $C^ bie fem 

•^ fiebett, koeld^eSorm ntd^t ott^etgt^ bag ber iloeffletettt (e^t unettbltdjf grof 

fep, fottbertt toeld^ie ^orm allemal anzeigt, ha^ bte aUgemeitte Sled^tttmg 
«ttf btefett befonbem gaCi lettte ^ntoenbung ftttbt, ttttb hai btefer Sad b^« 
foitberd befHittbeU toerbett müffr. 



1 
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ittn Hf frr 9Ui^e gilt, t»mn atU^ Utm n^ fc 9ide gemntmeit 
tonUn. — SSoDte man fcaj^n: ten mtt fo gffimbmm tmmb^ 
Mi^m ^tx\t tttir ritte «ttjaj)! u i^xtt nrflm ®liebrt fcribtfwtlten^ 
fo tttfißtr ttod^ (ttt Stgätt)ttttg$^®lieb j^tttittfmtttttrtt, b. |. 
r^ ttt((^te Mi) tin, in brr 9tegel uttbefatttttet, ^ieUeid^t ni^t 
rititttal itt ertblt(|ift %tm ^tx^tVAaxtx %\x9wxd E jtO(|i fo j^itt^ 
lugrbad^t n)rrbftt, ba^ batttt 

bettt Ouotieittcti -g- »iebetwttt ,,ftle{c|^'' ifl. — Diefe« gtgfittjttttgg^ 

®Heb E ifl (jwar nici^t in betn \)ortiegmbm gaUe aber in 
bm folßenbm Sntwidfriungen) in bet SRegeLnit^W toeiter atö 
ein 3Pi<f)PW/ »ric|)cd plbm bie Summe aller folgenben unenblid^ 
Wirten ©lieber ber, Slnfangö gefunbenen unenblid^en Steige, 
ftlfp fcfi)|l wieber tiu unenblid^e SRei^e öorflelft. 

3) Da bie ^oefftcienten ber unenblid^en ^tx))tn R unb S 
l>elieWfl jtnb, fo Wnrten fte äud^ »on einem fletoiffen ©liebe ab, 
alle bi^ in*« Unenblidf^e fort, ber JWull gleid^ gebadet werben. 
3n bief^m galle |)at man bann eine. gebrocj^eni rationale gunf^ 
tiott »Ott X, alfo i. S. 

1 1 1-r 

l+x' T^T' 1+x^ ' 

unb allgemein 

in etQe unenblici^e S%eif)e umgeformt, tt^eld^e fiberaO unb un^ 
(ebingt ffir fte gefej^ werben fann, ol^ne baf man bobei beffii^ 
ten mftttt babur^^ ben ©efef^ ber £>)»erationm mtgtgeit ge» 
l^nbelt )U ][^aben. 

§.46. 

S^a, wenn m eine ))oftti»e gan^e Sal^l tft, bie m^ f^otett) 
einer na(| ganzen ^otrn^ )^on x fortfd^reitet^beu Steige R^ mi|t^ 
Wetter ift* atö ba« i^robuft R*ft»R««** "t^ u Safimn. fo 
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fie|)t ber Umformung »on R"", mnn m po^tvo ganj ijl/ in eine 
ä^nlid^e Steige, nid[itg im Söege. I)affefte i|i al^or aud^ mit 

K"^ ber g?aa, tt)eil R""* = -^ ifi unb bie Di^ijton m^ §. 45. 

au^gefülyrt »erben fann. — SSon einer gebrod^enen ^otenj einer 
unenblic^en Steige Um bagegen jur 3^it . burd^aug nod^ nid^t 
bie SRebe fei)n, ba wir jeftt nod^ feine anberen gebrodpenen ^o^ 
tenjen fennen, öl« nur fold^e, beren Dtgnanben ^)oftti^ ftnb 
(V9l.§. 28.), eine fold^e SÄet^e R j^ter al^er immer alg etne c^lU 
gemeine gorm angefel^en tt)irb, bei »eld^er. man fid^ um bie 
Sebeutung ber einzelnen SSud^ftaben burd^aug nid^t befflmmert. 

©oC aber au« einer fold^en, nad^ ganjen foUnitn »on x 
fortlaufenben SReil^e R bie m" SÖurjel gebogen »erben, b. ^. foH 

m 

V/R felbjl »ieber in eine fold^e Sleifie vertt)anbelt »erben, fo 
foll man bie Äoefficienten 21^, 31^, 21^, 31 j, jc. Jc, einer un^^ 

enb«d|>ett SRei|)e 2l^+3l^x+2l^x^+Sl3x3+... [oftnben, baf, 

»enn leßtere mit ber ^jojtti^en ganjen ßal^l m ipotenjirt »irb, 
bie Sftei^e R »ieber l^er^orgel^t. ßrl^ebt man aber biefe Steige 

»irftid^ jur m*«« fotmi, unb m^Ui^t man ba« SRefultat mit 
ber Slei^e R, fo tx^lt man, ba bie Äoefpcienten ber gleid^na^ 
migen ^^^tenjen ijon x biefelben feiptt muffen, eine unenblid^e 
Slnjal^l »on ©leidpungen x»ifd^en biefen Äoefftcienten, von benett 
jebe folgenbe ol^ne (£nbe fort jebe^mal einen folgenben ber, 
älnfang« unbefannten Äoefficienten 2l„, Sl^, 31^, 3I3, jc. ac, 

ftnben W^t. 3nfo eriflirt eine unenblid^e SRei^e 
3l^+3ljX+3l^x^+3l3x«+..., ml^t, »enn fte mit m ^>0:? 

tenjirt »irb, eine n^ue unenblid^e SRei^e giebt, beren ©lieber 
ol^ne <Jnbe fort mit ben ©liebern ber »teilte R jufammen^ 

fallen. 2)a nun l/R jeben von m 3lu«>rfidfen vorjleöt, ber bie 
©genfd^aft l^at, baf er mit m ^jotenjirt, ben SRabifanben R 
»ieber giebt (na^ §.41.), unb ba bie fo beflimmte unenblid^e 
Sftei^e 3l,+3l,x+3l,x^4-3l3x«+*.. biefe ©genfc^aft |>at, fo 

6 
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^t man \>k allgemein tätige ©leid^ung (§. 3.) 

im gatte man We Äoefftcienten ^^, ^^, Sl^, k. k., nur ein^ 

beutig genontmen l^at, um We jufamntengcl^örigen SGBert|)e Keffer 
l^erauöfinbeit ju fönnen. 

2Wan ftnbet jebod^ bei ber ?lttöf(l{)tung felbp bie ^u^nalpme 
ba^ ft(^ bie Äoefftcimten 21,, 21^, Sl^, jc. n., ni^t 

U^mmtn, fo oft tini^t aber nid^t genau m, ober niiJ^t 
genau 2m, ober überf)au]>t ni^t genau ym ber erflen 
Äoefficienten »on R {hinter einanber ber SRuU glei(|> ftnb/) 

S)ie« fÄKt al&er aud^ bireft in bie Stugen; »eil bann bie Slei^e 

R auf bielJorm 

geBrad^t werben fann, unb eine m»« ^urjel in ber »erlangten 
^orm alfo nur bann ni6gli(|i ijl, mnn n=ym iji, unter y 
trgenb eine ppjtti^e ganje 3al^l »erjlanben. 

I)ie na^ gönjen 5)otenjen i>on x fortfdpreitenbe unenWtd^e 
SRet^e R, beren m*« SBurjel in eine neue fol4^ unenblid^e Slei^e 
umgeformt ifl, fann aud^ t>on einem gewiffen ßHiebe ob, lauter 
Jhtllen ju Äoefftcienten iaitn, fo ba^ fte nid^t« »eiter ijl, oW 
eine ganje gunftion von x vom n"" ®rabe. ffla^ Um SSorfle^ 
|)enbm !ann man atfo aud^ bie m" SBurjel aui einer ganjen 
gunftion von x (mit 3«taffung ber oben angefül^rten Slu^^ 
nal^me) in eine nad^ ganjen 9)otenjen von x fortlaufenbe Steige 
verwonbeln. 

5»un fann man aber aud^ eine irrationale gebrod^ene gunf^ 



*) (£« «eirttm ttfintli^ b{e ^\xmMt far bie ^loefftdentm «^, obw «,, 

obeif Slg, ober K. Kv ^«^ Sörm -5- an, toeld^e gorm aKemal «naelgt, ba^ 

bet befönbere gaU, ber ju btefer götm ffil^rt, In ber aU^tmtintn^ti^tmn^ 
tdä^i entl^Alten i^, ~bop HJ^tx bie dted^nunfl für biefen befonbent gfaD no^f 
befonber^ gefüf^ri tverben muß. — 60 fann aber babei i^ientanbem im dtnft 

einfallen, ju bel^auj^ten, baß ber 5Joefjiftent -^ MnenblidS> groß fe^. 
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tton in Hm nad^ sanjen fotmim 'oon x fortlaufende unenWid^e 
S?pi|>e umformen; unb jn^ar allemal, fo lange Me Äoefficfenten 
no(| aUe ganj aU^mtin ftnb, wSl^renb bte Umformung für hi^ 
fonbere SBertl^e ber Äoefftcienten, b. |^. tt)enn gemijfe Äoefjtctenten 
SRuUioertl^e l^al^en, eine ^ugtlal^me erleiben fann. — ^an "^(d 

nSmli(| wenn R unb S ganje gunftionen »on x ftnb/ alfo -^ 

m m 

tint gel^rodpene rationale gunftion »on x ijl, |/-o- =:-;r^# 

tt)o red^tö ber 3&^^ unb ber Sienner unb folgltd^ audfi ber 
£iuoti«nt feH)^ in eine 4l^nH(|»e Steifte umgeformt n^trben fann, 
toenigilenS fo lange bie Äoefficienten ganj attgemein gebac^t 
|tnb, unb nod^ feiner berfeli&en ben SBertl^ 9lull angenommen 
^at. ©affelbe gilt nun fite anbere Sttfammenfe^ungen, g. 33. ßx 



§. 47. 

3Wan fann bal^er für j[ eben aus ganjen gunftionen »onx, 
ober au(|i aus unenblic^en nad^ ganjen 5)otenien »on x fortlau^ 
fenben Sfteil^en Beliebig iufammengefe^ten Sluöbrud, fo mit er 

Ui jiefet für ung erifiirt (alfo ttjmn feine allgemeine 35otenj f 

unb fein allgemeiner Sogaritfjme logy ^orfommt, beren ©tbeu* 
tung im Äalful jur 3^it in biefen ©lottern nod^ ni^t |)at fefl^ 
gefleHt »erben fönnen), fo lange bie Äoefftciertten ber gegel&enen 
unenbli(|^en Sleil^en ober ber ganjen gunftionen »on x, not^ gattj 
aU^mHn ftnb unb wo^ feine befHmmten 3iffern^S3Bert|^e m^t^ 
nommen "^ahn, allemal in eine nad^ ganjen ^otenjen »on x 
fortlaufenbe SRei^e umformen, »eld^e i^m, im ©inne be« §. 3., 
„gleid^" i% b.l^. m\^t flatt feiner überall tt)o „gered^net" wirb 
(§. ß.) unbebingt gefegt werben fann, o|ine bap mm babef 
befürd^ten mü^H, baburd^ ben ©efe^en ber £)j>erationen p wi^ 
berfüredben. • 

6* 
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• 

' dS fliel&t alfo enMid^e Slttgbrfirfe, ml^t in affgemeine m^ 
enWidpe SReilen umgeformt, ober »te man gett)9|ynli(|> fagt, 
in allgemeine unenbli^e Steigen entmidfelt mxitn fiJnnen. 
J)araug folgt nmgefel^rt, baf t& allgemeine unenblid^e fSi$i^tn 
geben v^ixi, ml^t einem enWidpen Slugtrudf ,;glei(|^" flnb C§'3.) 
b. ]^. für ml^t überall tt)o „gcreci^net" wirb, tin enblid^er 
Slugbrudf gefegt werben fann, o|ne ba^ man babei ju beplrcä^ten 
l^ätte, baburci^ mit ben ©efeften ber £)j)erationen in SBiberfj)rud^ 
ju gerat^en. 

SJiefer enbli(i^e Slu^brudf, ber für eine folci^e aKgemeine 
fRti^t gefegt werben fann, wirb gewöl^nlid^ bie ^ummt ber 
allgemeinen SÄei^e genannt; 'unb — i^n ftnben, ^ti^t ge^ 
wöfinlid^ ;,bieSfleil^e fnmmtren."— Snben feltenjien gällen 
eriflirt eine fold^e (Bnmm^, allein man formt |yäufig an^ eine 
wnenblid[ie Sleif>e in eine S^fammenfeßung auö anbern unenb^ 
lid^en Steilen um, unb nennt bann erfiere ^nmmixt, fobalb 
lefttere nnenblid^e Sflei|en einer bequemen S5el^anblung unterliegen, 
unb burd^ einfädle 3^i^^^ (i- S3. a^ e», ^Jinx, Cosx) bejeid^ 
net worben flinb. 

S3on ber (Summa tion einer unenblid^en Steige fann.bal^er 
nur bann bie Siebe fe^n, totnn fie noti^ allgemein ge*= 
kaci^t ijl, b. 1^. wenn pe nad^ ^^otenjen irgenb eineg Slu^brurfd 
X fortfd^reitet, ber no§ allgemein b. 1^. nod^ ein bloßer j;räger 
ber Oj^eration^jeid^en iji, unter weldpem alfo nod^ fein befKmmter 
Siffern^^Sertb gebaci^t wirb.*) 

§.48. 

. Sffiirb in einer nad|> ganzen ^otenjen »on x fortlaufenbeti 
unenbli(|ien SRei|e bem X irgenb' ein befiimmter Siffern^SBerfl^ ge^ 
geben, fo erl^ält man einen am unenblidpen ©liebern bejie|ienben 



*) SBtr tüerbett jle^t Mh t>U (örlflenj ttott nwvxtxif^tn tttttttWid^ttt 
SÄeilSje» nad^toetfen «nb ba«ti getöc«, baf fold^e atottr fdne ©umnte jjftbtti 
löitneit, rote fold^e tUn im %tiiU U^nixt ifi, ahn einen SGBertli, unb baß 
man foI(|ie ^toar nid^t fummiren, aber an^toertl^en famt. 



L_ 
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^uiixviä (in weld^em We ©Hebet etimebet no^ ftttgemete Qt^ 
t>a(|ft ftnb; qber hmiti Befonbere 3tff^«i^2Bertl^e l^aten), t)et 
nt(|it tnefir b{e gorm ber ganien gunfttonen »oti x |>at, nttt im 
alfo au(fi^ nid^t ntej^r nad^ ben ©efe^en ber ganzen gunftionett 
»on X „gerec|>net" werben Um, ber aber bod^ nod^ fmtner bte 
gorm einer • algeiraifd^en ©untme »on uttenbHt^ »lelen ©lieber« 
l^at (beren ©lieber öbrigen« fcid in'8 Unenbli^je fort tin 
beflimntt auggef^jrod^eite« ©efeft Befolgen milffen, »eil foldfie au^ 
Berbern nl^t W irC& Unenblid^e fort als gege!>en angefel^en 
»erben Wnnten), fo ia^, um mit x^m ju red^nen, man bie 
©efege ber algeBraifd^en ©ummen no(^ anwenben Umt. 

©oUen aber fold^e ^ti^tn mit einanber multiplicirt ober 
gar burd^ einanber biöibirt »erben, fo l^at man in ber Siegel 
fein ©efeft; nad^ »eld^em bie ©lieber beg ^efultatö georbnet 
»erben fönnen, b. ^. mm l^at feine Ibejlimmt i)orgefd^riel)ene 
gorm, in »eld^e baS JJlefultat gelbrad^t »erben foU; unb beg^ 
l^alb i|l ba« ,,9led^nen" (nad^ §. 6.) mit fold^en unenblid^en Slei^ 
f)en etwa« fefyr SWiglid^eg; unb mnn ein 5Red^nen mit il^nen ge^ 
lingt, b.J^. in einer gewünfd^tcn Sln»enbung filiert; fo ^at man 
e8 in ber Siegel nur bcm UmPanbe iu^ufd^reil^cn, baß man ge^ 
rabe fo gered^net l^at, »ie tomn bie einzelnen ©lieber ber dlti^tn 
nod[> mit ben fortfd^reitenben ^otenjen eine« 2lu«brudf« x, ber in 
ben ©liebern fettjl nod^ nid^t. öorfommt, multi^)licirt ge»efen 
»Ären, alfo n>it mnnti füti^tn »ären, bie nad^ ganjen §>o^ 
tenjen »on x fortlaufen.*) 

S)enft man jtd^ bagegen in einer fold^en unenblid^en Steige, 
bie nid^t mel^r nad^ ganzen ?)otenjen irgenb tinti Slu«brudfg x 
fortläuft, bie ©lieber aKe al« beflimmte Stffern^^Söert^e, b.l^. 
al« »öllig bejWmmte reelle ober im^aginftre 3#^n »on ber gorm 
P+q.\/^, fo »irb biefe unenblid^e 3lei^e, im ©egenfa^e 



*)*®ö erflÄrt W^ öttdSi, töetttt juttjcdeii tin. n^ö^nttm mit biijer- 
gttttett ttunterif^ett SReil^ett, toie toxx fol^e« in ©Triften htt üWat^jcma* 

einem vi^tigen 9t(fuUat fiefilf^rt Ijiat. 
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mit i^ allitmtintn, eitte numertfcl^e Sletffe genannt, nn^ 
I»ei biefet ntnf mm iam j»)ei pUe tt^of^I nnterfd^eibm, 

a) tt)enn ba« bnrcl SlbWren t^on n flirrt auf einanber fol^ 
genbett ©Heber er|)aÖene SHefultet, fttr nzssoo (b. 1^. fit 
n unenbHd^ gtof , b. 1^. fm gfttt^ fl^tt n dm ^)ojttt^c 
Ö<*^i^ 3# geböd^it »trb, tt^eI4>e tntmeif nod^ gtJfer fe^n 
foH aW jiebe BereiW no^ fo gtof gebadete aber beflünntte 
3a|0 einen befltntmten reellen ober imaginären (®renj^). 

SGBert|> annimmt, »on.ber gorm v+qV—^;*) in 
biefem galle |)eißt bie (numerif(|ie) Slei^e eine conöer^^ 
gente (unb man fagt, fie coniiergire) unb bie eBen 

gebadete reette ober imaginaire 3a|^I p+q\/--l/ bie 
für n=oD aü8 ber Slbbition ber n erflen auf einanber 
folgenben ©lieber ber Sfteifje l^enjorgegangen ifi, »irb 
bann ber ffiertfi ber con^ergenten (numerifd^en) SReij^e 
genannt;**) 

b) n^enn ba$ Slbbiren bon n ©liebern ber Stetige einen ^ta^ 

brutf j»ar »on ber gorm P„+Q„V/--1 fii^W, in fol* 

4iem aber bie ^nnftiontn P„, ober Q„, ober beibe, far 

n=oo, felBfl unenblicj^ groß »erben (b. |^. po^tti'o ober 

. negati)), aber immer nod^ größer ate febe nodp fo groß 

gebadete ganje ober gebrochene aber beflimmte 3a]f)l); tint 



^) Dai fRt\\xUai Ux $lbbiHoit ^on n fold^en ©Hebern |iat ttamltdgi bie 

görm Pb-hQ„^''^' too P„ «nb Q„ guttfitotte» i^ött n jlnb, bie für jebe 

)>ortti»e gan^e 3<t^l i^ i^^^^^^ Sertlj^e anttel^mett, toa^renb aber audji 90=="^ 

fet>tt frttttt. iRelimett ttun P„ unb 9„ für 0=00 befHntmte reelle 2Bert|>e p 

itnb q an, fo triil ber obige gaU tin. ^it 3^Wt^ P »ttb q fbmteit aber 
«ft bIo$ babitrdSf gegebett fet)», bap P„ ober 9„ filr usod atoifdfiett |toet 

©renken liegenb gefunben toirb, toeld^e einanber felbß fo na|fe rüden al0 man 
itnr immer toiU, mit anbern SBortent p unb q fbnnen trraHonal fe^n. 

^) B«d |;{er SBertlft genannt toorben tfl, toirb »on anbent ^^lift^tU 
lern m^ ][)4nfld bie ^nrnme genannt ^itx aber nnterfdSfeibrn toir gemtu 
Sßertl^ unb (Summe, unb gebraut bad SBort r'^untme« nur in butt 
<5inne, ber im §. 47. biefem ^orte beigelegt fNlf ftnbet 
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fDld^e (ttumerifd^e) »eil^e »itb bivetgent genamit (unb 
man fagt fte bi^etgtte). 

©0 lange alfo eine itnenbltd^e SRrf^e nod^ all gemein gebatikt 
ttJtrb, fo lange fann >»on einer ^ivergenj Pber (S^on^ergenj ber^* 
feKen ntd^t bie Stebe fepn, eBen n^eil nad^ bem äJorflelenben 
btefe leiteten ©egriffe nur erjl in numerifd^en 3ftei|>ett (alfo 
aud^ wenn qHgemetne dtti^m an^britdflid^ aW numerif(|e gebad^it 
n^erben) eintreten. 

Sin« biefen ^Begriffen toerben nun bie widfitigjien golgemn^ 
gen gebogen/ namentlich: 

1) 2)ie con^ergente numerifd^e SReil^e l^at tintn „ aBertfi ", 

ber reell ober imaginär unb t>on ber gorm p+qV/^ ijl; 
biefer „5EBert|>" Um immer für fte gefeftt »werben, überall m 
man ,,red[inet"; benn er ift i^x ;,gleid[)". Unb in fofern fie 
biefen „SBertfy" immer n^ieber rejjrobucirt unb nid^ts 
aU biefen SBert|); fo fann mit ber numerifd^en unb jugleid^ 
conbergetiten ffttipt nod^ immer ,,gered^net" tt^erben. 

2) eine cottöergente Sleifie |^at aber biefen SBertl^ nur ber^ 
möge be« ©efeftea, nad^ toel^em bie ©lieber berfeK^en bi« itf« 
Unenblid^e fortgel^en. <5oll ba^er Uin ä^tiftl über ben toaljiren 
aSertb einer conüergenten SReij^e entfle|^en, fo muf man mit 
Sorgfalt bad ®efe^ angeben, nad^ toM)m bie ©lieber ber nu^ 
merifd^en 9lei|)e big in'i Unenblid^e fort genommen werben follen, 

WlM^ hnn {!d^ ^. IB. and Un^tlhm mx)?xtUn mitUm htt nMxU^tn 

1/ — if -f-i/ — h +T/ — if -hu '^lO wf. 
mel^rere, ja MitU^MeU ttumerif^e unmbliä^t ffiii^tfd ^ufammettfleUen, tt^eld^e 
alle font^ergmi ßnb, aBer aUe einen loerfciSiiebenen Sertl^ Ijfaben, t&xü^xtnh 
iebe für ftd^ )>erm$de bed beßimmten @)efe^e9. tl^^rer S3ilbund einen ^M^ U* 
jHmmten SBertlJ! ?|(it. 
Die 9te{lj!e 

in \»ti^tt, to^enn ntan 2a ilfirer ©lieber nimmt, allemal ^hm fo i^iele t^oft^ 
tt»c nU tfe^atit^e ^lieber i^orfornme», W beo i£Bertl[^ log,nat,2. 
X>it Stetige 
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in »df^er, D^mti mmt 3ii ttftt ©lieber tttntml, 2ii |)»{tit«e utib ttttr n neda" 
ti«e-bef obigen ©lieber {in i^rer Orbnimg) auf einonber folgen, l^at bagegett 
ben SBertljf 4 %. tta^ 2. 
!Die Sfleil^e 

In ioelfifer unier Bn erjlett ©liebem aQemal n ^o{tti)»e nnb 2ii negoiise ber 
obigen ©lieber ftdjf befinben, Ij^at ben SBertf^ i hg. not. 2. 

9Hmmt man ober wn ben oben bergeidjfneten ©liebem immer fi ber ^o« 
{ttiven nnb bann y ber negativen, li^teranf tvieber fi ber t^ofttiven ©lieber, 
imt fie toieber bon r ber negati)»nt ©lieber folgen in laffm, n. f.to.f.; fo 
ift ber SBertf) ber nnmerifd^en nnb fon^ergentm Oteili^e 

sssiog,nat,Z^^iog.nat. ^, alfo bcm SEBertf^e iog.nat.2 ber erflem Sleil^c 

gleid^, fo ofi /IS»", aber grofer aU jener, toenn f^>-y, nnb Ifeiner oI« 
imer, loenn /i<y i^. 

3) ©ne Wöergente Slet^e l^at feinen ®ert^, ben jte wx^ 
fleöen Wnnte; alfo tfl eine Wt>er9ente (nnmerifd^e) 3let1^e eine, 

im Äalfttl nnjuläfftge gomi, getafce fo »ie frfll^er kie gom -rr- 

öte eine folci^e onerfannt »erben mn^te. 

®enn ballet eine aögemeine Sftetf^e in einem befonbem gfoH 
ber ?ln»enbttng in eine nnmerifd^e übergel^t unb biefe bi^ergtnt 
flefnnben »irb, fo fann unb barf angenWidtttd^ ni^i linger mit 
il^r gere^^net tt>erben, nnb ba^ Siefnitat, ol^ne unrid^tig ju 
fe^n, jetgt entf^^ieben an, baf ffir biefe Biff^tn^SBertl^e 
ber Sn^flalten bie ^orl^er geföl^rte all^cmtint 
Stefl^nung nid^t mefir fiatt finbe unb ba^ ffir biefen 
%aU bie fflt^nun^ anf** S^ene nnb l&efonber« angc^ 
^elU »erben mfiffe.*) 

4) 2ltt^ jeber nnrnerifd^en S4eil^e Rt, fte ma^ ron^ergent 
i^ber bi»ergent fe^n, fann man eine allgemeine ffttx^t »ieber ixU 
ben, ittbem man ben einjelnen ©liebem bie »erfd^iebenen §>oten^ 
Jen eine^ aDgemetnen Slu^brudte x, al^ gaftoren anfängt. SBirb 
We neue Sleil^e burd^ R» Ite^ei^^net, fo ge^t bie numerifd^e 



*) nnter bm bt!»ergetttot ffinf^tH beftnben ft^ ond^ folf^e, in btncii bte^ 
frlbeit ©lieber ^^criobifdi» hii in'^ mtcttbliti^c fort ivteberfe^en a. 9». bte dMft 
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giet|ie Ri mi i}tx a Hg em einen SReii^e R, "^mot, mm man 
inieftteret x=l fe^t. 

©efe^t nun We ftttgemeine fftti^t Rx "^alt eine „ Summe " 
(im (Sinne be« §. 47.)/ Me bur^ S, ' tejeidfinet feijn Um, fo 
baf man alfo 

' (©)••• Rx = S, 

l^at, nnb biefe ©untme S» nel^me fftt x=l einen fcefHmmt^ 
3tffem:^SBert|i an, ber butd^ S, Ibejetd^net »erben ma^, fo gefit 
bte ©leid^ung (0) für x=l ober in 

(C)— R| = S,. 

3fl nun bie SReil^e Ri cont^ergent, fo ijl S| not|)wenb{g il^t 
,,SBert|)"; ifl aber bie 3lei|)e Ri btoergent, fo l^at jte feinen 
SBert^, unb ber, »eld^et gar nid^t exifiirt, fann bann na^ 
tftrltci^ aud^ nid^t bem ^txt^t Si gleid^ feijn »oKen. S)ie ®lei^ 
d^ung Ri=Si ^n ganj auf fttr bie SRed^nnng ju erifliren^ 
fobalb bie SRei^e Ri bivergent iji; el&en »eil bie Di^ergenj ber 
Steige aKemal anzeigt (nad^ 5?r. 3.) , baß ba^mal bie aßgemetne 
gied^nung eine Slu^nal^me erleibe. ^ 

2)aiTeIbe mag nun nod^ allgemeiner au«gef})rod^en »erben. 
— SBenn eine allgemeine ffiti^t R, itn SlUgemeinen bie „Summe" 
Sx fiat, fo baf bie ©leid^ung 

et) Rx = S, 

eine rtd^tige ijl (im (Sinne be8 §.3.); wenn bann bem x tin 
bejiimmter Bifferns^SBertlf) gegelben wirb, unb iaim^ bie Meil^e 
R, in eine numerifd^e Steige R fllberge^t, bagegen S, in ben 
3iffem:='a33ertb S, fo ifi bie ©leid^ung 

ß) R = S 

nod^ rid^tig, fo oft R conoergent i% b. ^. S ifl bann ber „SBertj^" 
ber unenblid^en unb cont^ergenten fftti^t R; ifl bagegen bie nu^ 
merifd^e Steige R bi^ergent, fo giebt bie ©leid^ung ß) ni^ti 
unrid^tige«, fonbern pe fnbet gar nid^t mel^r jtatt; fte |)iJrt auf ju 
erijHren unb »irb in ber JRed^nung nid^t »eiter me|ir bead^tet.*) 



1. 

*) (5d ifl bie« ßerabe fö »»ie §. S5. mit Ux ©liid^uttfl --•a=4>.' ©ie 
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Unk itod^ oUdemrfnrr: @tti^ imri gomen B. mb S,, lodd^ 
rnttvtber brtt^r tnVliil^ finb ober 9on bentit bte riite, imoiblt«^ 
Steilen mt^Stt, oin ml^t iMbr unmblt(|^ 9ln^ tnäfäüm,— 
rinanber strifj^, — tttib bQri^nm R unb S btqmigm m Btf^ 
fem att^gebrficftm gformrn, M)flc|^e be)figltd^ ani Rx utib & fSr 
irgmb rtnen btfKtnmtm Siff^^nt^^SSert^ ^on x |^m>orge|^, fo t^ 
bte ©letd^ung R=S rtne riij^ttse, fo oft R imb S bcfHmMr 
(3tfrmO,,9ßm]^c'' fiabm; ia^t^tn feine ittind^Kge, fonbent etiie 
in ber Slecj^nung titd^t me^r IttUfßfie, fo oft bte eine ober bte 
ttnbere ber Siffem^gformen R nnb S, eine (nunterifc^e nnb) 
bi^ergente imenblid^e SteC^e ettü^tt.- 

S)a btefe, mi ben j^teftgen fbtfid^ mit Stot^tocnbtgfttt 
l^orgel^enben Seigren itnb ätegdn ^on ben SInal9fien l^te unb 
ba fiberfel^en nnb ntd^t bead^tet »eibeii, fo ba| boburcl^ irrige 
aUefttltate ftcf^ ergeben, fo »offen n^ir biefe )ule(t bef]^od^cneii 
9egen^be nocfi bnrd^ einige SßtiipitU erlantenu 

@o l^ot }. ^. bie dDgemeine 9tei|^e 

l_2x+4x«— 8x»H-16x* — ininf. 

bie ,,©tt»inte" . ^x * ®^ ^^ ^^ ^^^ genommen »irb, 
fo ofit con^ergtrt biefe fftti^t unb tl^re Skrt^ gej^t bann au« 
ber ^tmmt ^ — 0- f^ benfelben SBer*^ »on x l^erwr, fo 

fo baf i^r SSSertb J. »- fnr x=i notJ>»«ibig =| »irb. — 
gfir jeben SBert^ »on x>i j. ». fftr x=l biwgirt bagegen 
biefelbe mienblid^e Steige, b- ^ {te |iat gar feinen SSer^; itnb 
ber, ber gar nic^t eri^rt, fann dfo au^ ni^t tn^ ber aDge- 

meinen ®ummt ^ ^x f*^ ^=* fwrwrgef^. — irie ©letcj^mig 

1 _2x4-4x* — 8s* +16x* —in inf.= -j-i^ 

^ dteai listig, fe oft • §itt| 0890»«» (b> »• n» lbl«#v Scigtr to£i^ 
YOtioiini ifl)$ — »trb oto bm a ber Sari| (9)Kfi) gegeben, fe ttrarb pc 

irid^ tttn^Hg, fonbent fit \M ^m ^ Iß f(1»»f t»«I ^^ Sorm loic -^ 
im üoSttl nii^t mclaf en imboi boif. @ie ^etgi iebc^mol eise Hii^a^ an. 
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tfl alfo tint tJoDfontmen rii|fttge ©Wd^uttg. Seibe gotmett 
HiiW unb red^t« be8 ©Wd^^eiW^^S^id^^nS l^alSm Me ßigenfd^aft, 
n)rid^e ber üuottent red^tö einjig unb aQein re^r&fmttrt; n&mltd^ 
mit l+2x ntttWjJltctrt genau 1 iu geben. .S3etbe aUgemeinen 
Stugbrüdfe Wnnen bälget unbebingt, fiberatt wo „ geied^net " wirb, 
fftr einanbet gefegt werben. — 3n bem gaöe nun, m beibe 
Sfugbrödfe linU unb red[>t« Biff^tn^ffiertfie annel^men, l^aben 
biefe betben 3Bert|e btefelbe ©genfdf^aft ttnb ftnb bafiet eben^ 
faM einanber „ gletd^ ". 3latfirlf d^ <ibet f önn ^on biefem lefttem 
Umflanb bann nid^t mel^r bte Siebe fe^n, »enn etnet ber beiben 
SBertj^e gar ntd^t mt^x vor|ianben tfl, b. b. wenn bte fftti^t 
Mvergtrt. 

1 1 

SWan Um ben Ouottenten . ober — — j- aud^ tu 

eine fftti^t »erwanbeln, bfe nad^ ganzen ^Joten^en »on — fort^ 

Iftuft. SIKan l^at bafier bie aUgemein rid^tigen ©letd^ungen 
1 

1) -1 =1 — x+x^ — x'+x* — ininf., 

^ 1+x 

2) ir+T=T-"F+P--F+'°"^f' 



3) 1— x+x* — x«+ininf.= 

X x' x' X* 

(Stfyafit man in biefer Itl^tttn ©letd^ung einige ©lieber pix 
Siedeten linl^ j^erftber, ober einige ©lieber )ur Sinfen red^td l^er^ 
ftber, fo 'liat man immer nod^ bie xi^ti^tn ©leid^ungen 
1 1 

4) -r + 1— x+x' — x'+ininf. 

'^ X* X 



- + - 

X* X* X** X 



= 78— r4+7?""r6 + mint., 



5) — x*+x* — x*+x«— x'+x« — minf.= 

111 
= — x'+x— 1+ — — -rH — « — ininf. 

X X* X* 

©dj^reÄt ntan in ber ©Wd^ung flix.A. We erflere ©ei» fo; 
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1 

-t(1—x+x«—x» +....) unb fumtnirt man fie nad^ fflxA., 

fo er^lt man 

1 1111.. 

^ x*(l+x) x' X*^^X* X^ 

@(|irwBt man in Ux Olei^ung Sit. 5. ben ?ltt«brurf jur SRed^ten 

(1111 \ 

Y — «"*"p""F+*** V' ^^* fttmmfrt man i^n 

nadfi ber 9h:. 2., fo er|Wt man 

1 x* 

7) — x^+x* — x*+x*— ininf.= — x'— --t= — 



x+1 ~ 1+x' 

nnb biefe lefttern Reiben ®Ui^xin^tn ftnb ttieber unBebfngt rid^^ 
lig (nai §. 3.). 

©efct man aier nun flatt x befUmmte BifF^tn^SBcrtl^e, fo 
ba^ bie ttnenbK(|>en fftti^tn ni^t mt^x aßgemeine ftnb, fonbem 
numerifd^e toerben, fo j^ören bte ©W^iungen, oj^ne unrtd^ttg ju 
ioetben; entweber gn exiflirm auf, ober fte gelten in rtd^tige 3if^ 
fmi^®letd^ttngen üUx. 

t)it 3lx. 1. fltebt nfimltd^ UnU ben SGBertl^ ber numerif(|>en 
unb con^ergenten Striae jur Siedeten, fo oft x<l; für x>l 
l^ört Cibtx bte ©leid^ung 9lr. 1. auf ju eripiren, »eil bte SRetT^e 
red^W bann btoergirt. — gär bte ©letd^ung 9lr. 2. gtlt ba« 
erjlere für x>l, bag anbere für x<l. — 2)te ©leid^ung SRr. 3., 
obgtetd^ jte ganj unb »oUfommen rid^ttg i% unb obgletd^ tt>tr bte 
ganj unb t)oUf ommen xi^H^m ©leid^ungen 5Rr! trtr. 4. 5. .6. unb 
7. aud i^x abgeleitet l^aben, f>6rt allemal auf ju erijKren, 
fo oft Patt X trgenb tin Siffern^^aßertfi gefegt wirb, tt)eil für 
alle SBertl^e i)on x, n^eld^^e bie eine ©eite ber Oletd^ung ju einer 
con»ergenten SRei^e mad^en, bie anbere (Btitt ber ©leid^ung alle^ 
mal eine bivergentc SRei^e wirb. — ®ani baffelbe gilt für bie 
®leid[!ungen Sir. Sir. 4. unb 5. ; fte erijiiren für Uimn tin^i^in 
Bifem^SBertl^ »on x. — Slid^t^beflott)eni$er erifKrt aber »ieber 
bie au« ber Str. 4.^ abgeleitete unb . allgemein rid^ttge ©leid^ung 
9lt.6./ für jieben 3tffern:=^9Bertl^ »on %, wel^ier >1 ifl, unb 
ft^ ^xt Mo| auf itt eripiren, fo oft x<l ip. Sle^nÜ^ie« gilt 
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»on feer ®W(i|fttng 5Rr.7., »el^ie au« bet, für fdnm etniigeti 
Siffmt^SBertl^ »oti x mjHrenben ©letd^uttg 9lr. 5. fjergel^oU 
tt)orbm tft,- m\^t eien fo aßgemetn rtti^tig tfl, wie We übrigen 
öUe, uttb »eld^e »irbet aud^ nod^ fi\x jebeit Sifferrt^^SBertl^ »on x 
erifHrt, t>et <1 tjt, dagegen auffiört ju mjHren; fo oft x>l 
genottttttctt tt)trt). 

JBettadpteti »fr nun jweöen« ein S3etfj)tel; in ml^m eine 
SBurjel »wrfommt. ©oK j. 33. bie m*« SButiel au» itx SÄei^e 

1111- 
1 Tjrx +^,x gjx +gjx .. , ; 

wel(|)e in bet anaU)tifd[ien Trigonometrie unter bem Flamen Cojx 
vorfommt, gejoften »erben, in beut ©inne, baß eine unenblidfif, 
»ieberum nad^ ganjen |>otenjen »on x fortlaufenbe SReifie gefirn^ 
' ben »erben foH, »elcfie-ber m«" Söurjel auö »orfle^enber SReil^e 
glei(|> iji, b. If). ttJel(|>e mit m ^jotenjirt, bie »orjle^enbe Steige 
»ieber,giebt; fo finbet man aUmal eine nai^ geraben 3>o^ 
tenjen von x fortlaufenbe Striae R, fo baß 

R" = Cosx 

ifl, unter Co^x bie allgemeine Striae 



. X^ X* x^ 



• • • 



»erflanben. S)iefe Sleifye R fann aber ^i^^tni füx aCeSBert^e 
»on X convergent fe^n, »elti^e j^ifcipen —^n unb +1^ liegen^ 
»eil für bie (abfolut) näd^fl größeren SBertl^e von x ber SBertl^ 
von Cosx negativ,- alfo, »enn m gerabe gebaci^t ijl, jieber 



SBert]^ von \/Cosx imaginfir »irb, »Sf^renb bie SReil^e R 
lauter reelle formen ^at t)ie Striae R »irb baffer ganj gemiß 
für aUt SBertfie von x, m\^t (abfolut)">}^ ftnb, bivergent 
»erben, alfo feinen SB3ertl^ l^aben, unb eben baburd^ anzeigen, 
baß pe für biefe SBertl^e von x nid^t mel^r geeignet ift, einen 



*) Unter nl mj^t'^m toit immer ta^ $robuft i*2*3«***n unb a%« 

metner noc^ ttc gaftoHeQe 1°'\ ml^t füx nsai in i, unb m^ für nesO 
in t iüfx^t^t 
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^x 



SBert|) ^on \/Cos\ barjufiettett. SWan tt^irb 4iUt m^ nun wti 
biefer numerifdpen uttk divergenten Steige (bte für einen 
öbfoluten SBert^ von x, >^7i: jid[> ergeben j^at) ntd^t weiter 
;,red^nett", n^ä^renb t>a8 gie(|>nen im ^U^tmtincn, m man 
ft(i^ flar nt>^ ni(|>t «m ben SBertj^ von x befümmert, aUem SBori? 
^erflegangenen ju golge, not^wenbig rid^tige SRefultate gemä^^ 
ren m\x^. 

din nod^ einfacheres ©eifpiel ^at man, mnn man \/T^ 
in nnt unenbli^e SReif^e verwcmbelt. fSftan tx^lt 

|/i X ^1 2^ 8 16 128 /• 

©e$t man nun x<l, fo tjt jebe bar Reiben burd^ tai vorfiel 
^l^enbe ±3etAen auggebrftdften SReifien jnr 8fle4rten e^vergent^ 

unb ifir SBerfj^ ifl bem einen ®ert|ie von Kl— x* gleid[>. SP 
aber x>l, fo ijl jebe ber beiben Steij^en jur SRec|iten bivergent, 
bal^er im Äalful nid^t ntel^r jnWfjtg ; fit W nun feinen SBertl^, 
tinb ber, ber nid^t erifHrt, fann alfo aud^ feinem ber, nun ima^ 

ginfiren SBertl^e von \/T-^ gleidp fe)?n. 3){e SReifie :ifi nm 

nidpt geeignet ben SBertl^ von V^l— x^ auSjubrüdfen. 

3m Slltg;m einen aber, m von einem beflimmten SQBertj^e 
von X nid^t bie Sftebe i% m alfo x tin bloßer SCräger ber £)})e^ 
rationi?^3<^idpen i^, bleibt bie unenblid^e SReij^e 

V/1— X* immer gleid^, in fofernbie Sßurjel Kl— x^ (nad^ 
§. 41.) eine blo^e gorm ijl; loeld^ie bloß bie eigenfd[>aft (alfo 
jeben Sluöbrudf ber biefe ßigenfd^aft ^at) reipräfentirt, nämli^ 
mit 2 ipotenjirt; allemal 1— x* jn geben; unb ba bie Steij^e 
felbfl, man mag ba« vorgefefcte +ober — 3«d&en gelten laffen, 
biefe Sigenfd^aft l^at, fo ifl ffe einer ber Slu^brfidfe, »eld^e burd^ 

bie SBurjel V/l— x* vorgeflettt ftnb, unb jtt gleid^er Seit einer 
mit weld^em, eben feiner ?lllgemein|>eit wegen, w^ „^m^mV 
werben fann, b.j^'. alfo, weld^er im Äalful nod^ iuWffig ift. 
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Um ßUx ttttJi au(i^ ein ©dfpiel ju gelten, »){e biu ^m^ 
lüften l^te unb ba bfe |){et ^egel&ettm Siegeln vemad^Mfftflen, nel^^ 
nten voix aU jttnfi# Itegenbe« ba8j[enige, ttjeld^e« ft(| in La 

Croix'g Traite du calcul differentiel et du calcul integral 

T. in. 2. edit. pag. 621 seqq. aufge^eid^wt fnbet. 6« ^anMt 
ft(i^ nämlid^ bort um bie ,,@wminötion" bet unenblt^ien Steige 

unter ber »orau^fe^ung, baß zi, z^, Z3, k. k. bie auf einan»* 
ber folgenben SinomiatÄi^fftcimiten ijorfleßen; unb baf r irgenb 
rine j)iyfttis>e, ganje 3a]^l fet^n foll. 

SBilrbe nun bie Slufgabe nad^ ben öt^rflel^enben Siegeln ge^ 
Wji »werben fotten, fo würbe man bamit beginnen muffen, ju 
fragen^ oB z ganj allgemein gebadet »werben foK, aU m bloßer 
Xräger ber €)^)eration«^3ei(ä^en, um bejfen ©ebetöung man jW^ 
gar nid^t befflmmert/ ober ob z irgenb einen befJimmten 3iff^«^ 
SBertfi »orjiellen foll, mnn fold^er aud^ nt>^ unbefannt ijl. 

3m erflern gall mfifte man nun »ieber bamit Us,innm, 
ba^ man bie 5Reif)e in ^in^ anbere umformte, n>eld^e entweber 
nad^ ganjen 5>otenjen »on z, ober bod^ nad^ ganjen 5^otenjen 
eine« aug z ^ufammengefeftten 2lu«brudfg fortläuft, berenÄoef^^ 
ffcienten alfo nid^t felbjl nod^ z entj^alten. J)iefe gieij^e 
müßte man bann ju fummiren fud^en. — SWan überzeugt ftd^ 
aber balb, baf »jenn man eine fold^e Sleif^e berjleCen wollte, ba. 
r eine poftrtüe ganje 3aj)l fep foU, bie Äoefftcienten biefer Steige 
mit ben folgenben ©liebern »ad^fen, unb juleftt unenblid^ groß 
werben würben (ber leftte, wenn man fo fagen barf, würbe eine 
bi^ergente unenbli(|ie SReij^e werben), unb be^j^alb eriflirt bie SHeii^e 
R in ber gebadeten allgemeinen gorm gar nid^t. 

3n bem anbern gall bagcgen, wo man ftd^ unter z einen 
bejHmmten reellen 3iff«^n^SSBert^ benft, tomn felbiger aud^ nod^ 
^aig unbefannt, alfo unbeflimmt gelaffen ifl, überzeugt man 
jtd^ eben fo leidet, baß bie gegebene fftti^t R, aU numerifcfie 
Sftei|ie gebadet, allemal bit>ergent ip. 

S)ie Sleilie R eriftirt alfo nid^t, wenn fte in JBejug auf t 
aH tint allgemeine (unb r pojttiv ganj) gebadet wirb; unb. 
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oW numetif(i^e 9lei|^e f^tia^t, tfl jte biwgent b. I|). I^at ffe 
feinen Sffiertl^). ©ie lä^t ftd^ alfo iux^mi ni^t ,, fur^imtren ", 
man mag. bagSBort in bem fhrenaern ©tnne be« §. 47. nel^men, 
ober ntan ma^ baruntet bte SBcflimmung be« „SBettl^eg" einer 
numerifd^en (unb cott\>ergentcn) SRei^ye verjlel^en. Die SlufgaBe 
tfl alfo in feinem galfe ju löfen möflli(|^. 

Deflerö fud^t nun ni^ii beflo weniger biefe Slufgabe ba:^ 
burd^ jtt löfen, baß er an bie einzelnen ©lieber ber fftn^t R 
nod^ ^Jotenjen »on t anjyfingt; unb bie Steige 

(Tr)-«»z'-+z,(z— 2)''*t+Z2(z— 4)'•t*+Z3(z--6)'^•t»^- 
^hZ4(z— 8)'•t*^-•• 
fflr r=0, i, 2, 3, K. :ic. fnmmirt. ©^ brüdfe S, biefen »on 
if^m aW Summe ber SReil^e Tr gefunbenen Slu«bru(f au?; fo 
l^at man bie ®leic|iung 

Diefe ©leidpung ifl nun im SlUgemeinen, b. 1^. fo lange t un^^ 
feejtimmt HeiH untebingt rid^Hg ; unb e« fann, ol^ne baf man 
trgcnbwo aSBiberf|)rfid[ie ju beftlrd^ten j^fitte, öberatt S, 
flott Tr unb aud^ Tr jlatt Sr gefegt »erben, ©c wie al&er 
patt t irgenb tin bejMmmter 2i^txn^3Qtxt^ gefegt wirb,, alfo 
j. S5. wenn t=l genommen wirb, wobur(|i bie Sleil^e T, in 
bie oben gegebene SReil^e R öbergel^t, fo muß, e|)e man bert 
;,3BertV ober bie„©umme" biefer SÄeil^eR ani ber„©umme" 
Sr ber Sfteil^e Tr baburd^ entnimmt, baß man in S, ebenfall« 
t=l feftt, t)orfier erfl bie Unterfud^ung angeflellt werben, oB 
bie SHeifje R au^ wirflid^ einen SQSertl^ l^abe, b.fy. ob fte, ali 
numerifd[>e fftti^t gebad[it, con^ergent fe^; ober ob fte aU aUge^ 
meine SReil^e gebadet werben f^nne. Da nun, reit furj i)orl^er 
gejeigt worben, weber ba« eine nod[i ba« anbere jiatt ftnbet, fo 
fann weber t)on bem „SBertl^e'' no(^ ^on ber „©umme" bie 
Siebe fe^n.*) Sdfo fann man aud^ bie ©umme ber Sleif^e R 



^an muf nämlii!^ immer, fo lange man mit ^t^m rechnet, baranf 
ft^en, enttpebet ba$ jiebe ffiti^t, mit ber man ret^net, no«l{| aU eine allge" 
meine angefeffen toerben tonne, ober, im gatte fit ni^i M eine aQgemetnr^ 
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ni^t iaint^ ftnben motten, baf wart tu Sr thmfaUi t=l 
fe^t, »ie SJeflerg getl^an |^at. 

©0 erflärt ftcff, warum Me Solgerun^ett, »dd^e 2)eflet« 
fttt« biefer ©untmÄticn (a. a. £).) |iat jte|im ttjotten, ttot|>wmWg 
falfid^ fc^tt mußten. 

I>m!t man ftd^ abn unter z (tn ber Steige R) ein^ poft^ 
ttoe im^ 3ä|)1/ ^ W(|^t Me SÄet^e R ah, b.l^. ffe ifl bann 
leine unenbK(|ie Stetige me|ir, unb nun erl^ält manUn ®ert|f 
Wefe« enblld^en 5lu«bru(f«. R au« ber oben gebacf^ten ©umme 
Sr i^l^ne Vettere«, inbem man t=zi fefet, »te fii|f nun »on 
felbfl »erftej^t. Sluf btefe SBeife ftnbet man tann, baß aHemat 
R=0 »irb, fo oft flatt r eine ungerabe ^(^^ Qt\t^t toixi, baß 

ftter für r=:2 i- S5. ber SBertl^ »on R, =z*2' i(t. 

§.48K 

gaffen »ir aUed' fll>er bie unenbltclien fftü^m hii^tx ®t^ 
fagte jufammen, fo ergelten fid^ für ba« "Si^^mn mit felHgen 
bie })raftifd^en Siegeln: 

1) aWit jeber unenblid^en SReif^e red^net man unbebingt na6) 
ben ©efeften ber „ algekaifd^en ©ummen" ober nai^ ben ®e^ 
feften ber „ganjen gunftionen »on x" fo lange flie nod^ naci^ 
ben 5)otenien eineg Slu^brudfe« x fortfd[>re{tet, (ber einfad^^, ober 
felbfl nod^ beliebig jufammengefeftt fepn fann, aber) ber fo atl^ 
gemein gebadet i|i, baß man i\n bloß al8 tintn JCrfiger ber 
£)j)erationen anfielet {a\i einen aggregirenben 93eflanbtl^eil ber 
gorm mit »eld^er gerechnet wirb), ol^ne baß man ftd^ im ®e^ 
ringflen um beffen SSebeutung befümmert. SÖle Slefultate jinb 
unbebingt rid^tig. 

2) ©0 tt)ie aber Steij^en, bie in fold^en allgemeinen SRed^^ 
nungen vorfommen, für befonbere numerifd^e 3Bert|^e ber JBu^^ 
Paben in anbere "Sin^tn fibergef^en, meldte nid^t mei^r a\i fol^ie 



na<i!! ^otettgm ngenb rinr^ $lttebru(fd fcrtfd^reitertbe Steifie attdefe(>en toetben 
fawtt, baf jjte fon^ergettt fe^ ?nfo barf man mit bw SRd^c R ttid^t nte^r 
vrciittrn. 

7 
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angeffl^dt VH^n Umtn, bie m^ fotmitn tinti aU^tmtU 
titn X fcrtgel^ett, fo barf man bie SlefttUate ber allge^ 
ineitten Stec^nungrn nur in brm ^alle gelten laffen, 
IDO bie Steil^en, aU nnnterifd^e Steiften gebadet, con^ 
^ergent finb; n^eil (numerifdpe unb) bi))ergente S^et^en atö 
gotmen erlannt n^orben fmb, ml^t (tUn fo t^it frfi^ bie 

gorm -^j im ÄaffuI gar nid^t iugelajTen »erben bürfen, mit 

^tntn alfo nic^t länger gered^net n)erben barf. 

)&efolgt man biefe Siegeln bei bem Sted^inen mit unenbli^en 
Sieil^en forgfältig genug , fo »irb man mit allgemeinen nnei^ 
Ii4^en 9teii^en toit mit enblid^en Sluöbrfiifen red^nen unb babei 
bo(]^ bte Ueberjeugung l^aben f^nnen, baf man meber im ^ge^ 
mtintn nod^ (voai bie ^anpt^a^t ijl) in irgenb einem befonberen 
Salle ber 3lntt)enbung ju SBiberf})rft4en gefül^rt werben fönne. 



©d^lttp^Slnmerlung. 

SWan fann aud^ felbfljlänbige allgemeine unenblid^e SReijpen 
fud^en, weld^e, ol^ne enblid^en Sluöbrildfen gleid^ ju fep, alfo 
v^nt eine „Summe" im ©innc be^ §.47. ju jpaben, bod^ ge^ 
n)ijTe ßigenfd^aften reprfifentiren, b. 1^. bie Sträger gewiffer &^ 
genfd^aften ftnb, alfo felbfipSnbige SBegriffe bilben. — 
SMan ttjenbet baju bte fd^on in ben §§. 45. unb 46. gebrauste 
„tWetj^obe ber unbejiimmtenÄoefficienten" an; b.f). man nimmt 
bie gorm ber Sleil^e an 

2lo+2liX+?laX^+2l.X«+Sl,X*+..., 

unb fud[)t bie iur 3eit nodp nnbejiimmt geloffenen Äoefftcienten 
Slo, Sil, ^2, Sls/ 5C. K. bem vorgelegten Swcfe gemäß ju be^^ 
IWmmen. 

SDer Slnfang beg nädpflen ^apikU wirb mi ün fold^e« 
Problem i)or ?lugen legen, wäl^renb ber aSerlauf bepben Äa^ 



^ ""»*»? 






tJtl^^ 



ete^*^. 



of 



§.48. 



©d^lujj^Sttttnerluttg. 



iiiicwS?^ 



^){trf^ wenigflettg in einem (ater gro^öttigen) S3eifj3iel fe|en lagf, 
tt)ie ntan auf biefem SBege ganj allgemeine ^Begriffe erklten 
fann, «jeld^e frühere befonbere Segriffe alö befonbere gäUe xx^. 
f?d[i fc^lie^en. SBir benüften vx ben näc|)flen ©lättern Hefe« 
SWittel ;,ju neuen unb allgemeinen 35 e griffen ju gelangen", 
begl^alb blo^ jur Srlangung eines allgemeinen 35egriffe« ber ^o^^ 
tenj, ober ^ielmel^v jur ßrlangung beö ©egriffe« finer aüge^? 
xamtxi ^otenj, n^eij baö Seif}>ifl au^rett^t, um ba« SSerfdl^wn 
im Slllgemeinen feigen ju laffen, unb weit eö un« i>oraügU(i^ um 
ben ©egtiff ber allgemeinen ^otenj l^ier junäd^fl ju t^un ifl, 
um unfre Slnjid[)tett übet bie erjte Sfttl^etlung b^r matfeematififi^n - 
SlnaU;jtg abfd^liefen ju Wnnen. 
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§. 49. ^ 

' ©ud^ett it>ir ttutt eine unettbliclie Stetige, ml^t, ttJenti fte 
t)ttr(| fx bejetd^net »trt, We Stgenfdfiaft fiat, fea^ (fo ts>it man 
in Un eiementen a».a* = a»+« |^at, aud^) fx-f.=t+£ x% 
unttx ber SBotaugfeftung, bap f,, f, «nb f,4-« Slei^en »orjletten, 
tt^eld^e btefelben Äoefftctenten j^aben, ttnb bte ftd^ nur ba^ 
buri^ »on einanber unterfd^etben, baß bie eine nad^ 5>otenjen 
5)pn X, bfe anbete nad^ ^Jotenjen »on z, unb bie btitte nad[> 
^Jotenjen »on x+z fcrtfd^reitet. 

3Wittelfl ber SWet|)obe ber nnl^eflimwten Äoefficienten ftnbet 
man aUx fogleid^ 



c^ « _ c' • _ c* 



in ml^tx SHeifye ber Äoefficient c ^m^ unU^immt, alfc all^ 

©etrad^ten »ir nun biefe SRei^e in im einfad^fleu ^aU, 
too c=zi ifl, unb teieid^nen xoix fte in biefem gaß burd^ y,^ 

fo baß 

»irb, fo ifl alfo (eben weil y, ein befonberer gaU ber 3lei{>e 
t ifl) aud^ 

tinb; wenn man x— z flott x feftt unb burd^ q>^ bit^ibirt, 

S)arau« folgt aber weiter, wenn m irgenb eine jjofttive ober 
nefiatit>e ganje ^ajl ober S»uU vorfteUt, baß aud^ 



• • • . 
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fep werbe. *) 

S)fefe ©leid^ung 3?r.4. gtlt aber an^ m^, mm m po:^ 
iitb ober negatb gebrocfiett tjl; fobalb wir nur (ba wir anbere 
gebrod^ene ?5otenjen tto^^ tt{d[it fennen) einen po^ithtn ^i^:^ 
nanben i>orau«fe&en, wie ber in ber JRote unten flej^enbe ©e^ 
wei« ieigt.**) 

©efet man aber in biefer ®Ui^\xn^ 9lr. 4. x=:l, nnb 
bann ein reell gebadete« x flatt m, ;fo erl^filt man (ba q>^ of^ 

fenbar ^)cfttit) ifl) bie richtige ©leid^ung 

5) - (9>.r=yx. 

wtm nur x reett ift. 



^x*%i — V2x^ V2«*yx=.y3iL5 <y>3x*yx — 94*5 

flIfO; toftin m ^optii^ flanj ift (yO^^yn,»- 3fl aber m tteöaK» ßatta, 

1 1 

rttoa s=— n, fc |>flt man ttlcbmtm (y,)inÄ(<y)^)~ns=:- — — = — 

Vo * 

"nx 

*♦) ÜWatt fe^e ttt «Wr. 4. — flatt x, mh bic |)0fiH»e gattae 3a^l i' jlatt 
m , f crötebt ft<iSf 

(yx:.)*'=Vx/ <^Jfö yx:.=l^(9>x), 
too 9, }po(xtlo gebadet unb bie ^urjd bie etnbrutige f)o{ttive i^. — jDiefe 

^leidjfung ))i)ten}ire man nun mit ber ))Ofltit)en ober negatit^en gan^^n B^W A«/ 
fo finbet ft^, tveil nac^f berfelben 92r. 4. 

(Vx:.)'*=y^,j. 
toirb, foaleidSi 

iL 

mm nur ^^^ tJOftHt» ^thaö^t i% bamit bie SBur^el bie einbentige t)0|tttve unb 

bie g)oteng («Tx)" ^^^ einbeuHge reelle $oten^ i^orfteKen^ toeld^e in bett 
Elementen (S$. 26. nnb 28.) befinirt unb belj^Oinbeli ]!nb. 
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©ejetd^ttet man We jjofttm S^l^l 9| ^i^ föt aOemal t)urdp 
e, fo (treibt jt4> tiefe ©leid^una aud^ [o 



X _ X* _ x' 



I • • • 



6) e« = l + _^_^^ 

»enn nur x reeU iji, fo baß e* in bcn Elementen (§.28.) U^ 
xHti eine ^ek^eutung erl^alten "^al ^((bti l^at ntan 

1111 

(©)••• e = l + Y+2f+gf+-jf + *«* = 2,718»-»*. 

2)iefe ©Weisung 9lr. 6. giebt un« nun bie ®elegen|>eit; ben 
©egriff ber 3)otenj e'^ aud^ ouf imagtnftre ®ertbe »on x auS^ 
jubel^nen; tnbem wir »on nttn an unter e* bte unenb^ 

Ii(|)e Sfteijie l + Y+|r+^+*'' »^tflel^en, inwe^er 

X tin fcloßrr Slrftger ber C^jerationgjeid^ett ifl, alfo 
eben fo gut reell aU aud^ imaginär fe^n fann. Dann 
tfl aber e» i>on cp^ nidpt nte|)r ^erfd^ieben, nnb bie ©leid^ungen 

5Rr. 9^r. 2. 3. itnb 4. fd^reiben ftd^ nun aud[^ fo : 

I. e*.e^ = e*+^; 

unb 

III. (e^)"'=:e"% 

tt)0 X, z, eben fo gut reeü wie imaginfir fe^n fönnen, ö)äf)renb 
bie lefttere ©leid^ung für jebeg !pojttit> ober negativ ganje m 
unb allgemeine x, ober für jiebe^ reelle m aber ipofitiije 
e» gilt. — S)iefe 5)otenj e* l^eißt bie na.tilrlid[ie, unb eö 
läßt jtd[i leidet beweifen, baß jie für jieben reellen unb felbfl für 
jieben imaginären 2Bert|) ^on x ^on ber gorm p-l-q-i; immer 
con^ergent ijl, alfo immer mm reellen ober imaginären ®ertb 
»on bergorm pH-qM l[>'at, unb baß fte babei nur einbeutig ifi. 
gerner folgt noc^ 

IV. V(e^) = )/i.e''''; 
in fofern (nad^ 9lr. III.) 



»• •• • • 
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ifi; mm mx v ^ofttte götij t^otau^gefe^t ttJtrb unb l/l jcbeit 
if)rer v »erfd^tebenen SBertl^e »orjteHt, tt>fif)renb x ganj allgemein 
gebadet tfl. 

Dte gormein SRr. 5Rr. I. — IV. ffnb alfo btejentgen, 
we^e (unter ben tn SRr. SRr.III. unb IV. l&inju getretenen 53e^ 
fclirftnfungen) für natürU^ie ^^itn^tn in Sln^ 
»enbung gebrac|it werben fönnen unb bfirfen. 

§. 50. 

Sin bie natürli(|ie 3)otenj fd^lteßt ft^i ber natfirlld^e 80^ 
garitj^me »cn felbfl wx, wenn ntan barunter ba« Setd^en 
Zog^a öerpel^t, tt)eld[)e8 jieben Slu^brudf x iejetd^net ber e*=a, 

b. |>. l + Y+2f +3f +••• = a m^^l ~ I){efe ©(eidpung, 

au* njeldfjer x gefunben werben ntuß, l^at bie gorm ber alge^ 
bratfd^en j^öl^eren Oletd^ungen, aber öom unenblidpen ®rabe, 
unb btefer Umflanb Wft bte SSermutl^ung auflommen, baf tog-a 
(nämlid^ x) unenblid[) »iele ffiertl^e l^aben werbe, bte aber aUc 
»on ber gform p+q-i fep mflffen. 

©teilt vxaxi jid^ alfo Me äiufgabe: bfe SBertl^e t)on /og-a 
jtt finben, unter ber SSorau^feftung, baß a reell ober tmagtnSr 
aber »on ber gorm p+q-i <fl, b. l^. will man aUe SBertl^e 
öon tog'Cp+q-i) ftnben, — fo fann ntan alle biefe SBertl^e 
burd^ aH-/?-i öorflellen, wo a unb ß reell gebadet unb l^Cd^fl 
wal^rfd^einlidff unenblid[> »ielbeutig finb, jebenfaK« aber nod^ ge:^ 
fud^t werben. 3Wan l^at bann bie ®leid[)ung 

Ober e'^-e^' =p+qM. 

9Öeil aber e^^* au8 e« l^ert)orgel^t, wenn bafelbfl ßi flatt x ge^ 
feftt wirb, fo folgt, baß mm ntan in ber Steige für e^S alle 
©lieber mit geraben ?)otenjen t>on ß abfonbert unb bie Steige 

ö* ß^ 8^ 

1) *"^%**"ir"*fe"*""' ^^^* ^^' 

ferner aUe ungeraben 5^otenjen \>on /? jufammenfaßt unb biefe 
anbere SReif^e 
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Ä* Ä* ß'' 

2) /»-|r+|j--^4—vbutd^iS3 

3) e^i = ir^+i.5'ß 
ttitb 

4) e-^^ = K{6—i^Sii 

ttjftb. *) S)ann jetf&Ht bf e obtge ®lef d^ung i« 

A) e««£3 = P unb B) e«.iSl3 = q; 
unb t8 Utiit nm w^ übrig, awi biefen betben ©letd^ungen 
bte unbefantttett aUx xttU gebaifitctt fflwtl^e »on a unb /» t>ol^ 
fenb« jtt ftnbm. 

S)ftitt tjl eine nSl^ere Äenntntß ber beiben, burcfi JC3 unb 
5^3 I^eieid^netm Stetigen tiHt^^, unb btefe nSf^ere ^enntntf wixi 
anaUii^^t Srtgonontetrte genannt. £)tefe nftl^ere Aennt^ 
ntp mu^ ntan ftd^ nun juerfl ^erf^iaffen, ej^e man an bte S^rt^ 
fe^ung ber Söfung be« vorgelegten fxoWmi weiter benTen barf. 

§.51. 

3u»9rberfl lH^t^^ leidet bemeifen, ba^ bte Steij^en Kß unb 
Sß fftr jieben reeBen unb tmagfnfiren SBertj^ »on ß (»on ber 
gorm p+q«i) convergent ftnb, alfo immer einen SBerj^ ^a^ 
Jen, unb baß fte aud^ nur einbeutfg finb. 

Söfl man bte betben ©leid^ungen §. 50. 9lr. SWr. 3. unb 4. 
nad^ K/i unb S/^ algebraifd^ auf, fo erl^Ält maxt 

JC3 = 2 unb 4?^= gT , 

fo baß biefe ffiti^m Kß unb iJ/s aU 5>oteni^?{u«brfldfe (gett)iJ|yn^ 
Iid[i @r})onential^ä[u«brfldfe genannt) fiergefieCt ftnb, xnit benen 
leidster „gere(|>net" »erben fann. 



*) Pr bie Sefer, toelclfe Ijiter »orau^fiefe^t jUtb, hattet ttidfit bemerlt 
^tt tottUn, baf Kß itnb iS^^ bte allQtmtintn Cosß unb «SVn/? |tnb, toeldjic 

it)tab]^ang{g »on ber Geometrie; f^ter bei ^elegenlj^eit ber mi&xU^tn 
gjotetij töie »Ott felbfl erfd^emen. — ©eometrte barf in htt,%na\pfi^ nid^t 
s^oraitdgefe^t toerben, totü bie mai^maH\^t ^mlpfi^ m^ ben f^ieftgen %n^ 
fi^ttn ieber ^rofenle^fre »orattege^en muf. 
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SWmwt man ater irgetib tim ©leid^ung jwif^iett ^Jotenjeti; 

ttttb fefet wan j^t^r herein flatt biw: ^Jotenjen bte aus K unb 5 
jttfammettgefcfefm %ui\>xüät (m^ §.50. 9lr.5Rr.3. unb 4.), fo 
ttisit man augenMitflid^ ©Wcfiungeit itt){f(|>ett bfefen Sleij^en JC 
unb S, unb j»ftr bte ©Wcf^uttgen 

II. J^z+E ^^i^-Kx* As — *yx**y«5 

III. Sx^E^Sm.»Kz — Kx*Sz*y 

IV. BTx — z =^X* -K^B +!$'»• i^z. 

2WuIti<)Itcirt man altx iit ®le{c|ittttgen §. 50. 9lt. pix. 3. unb 4. 
nttt emanbet, fo finbet man nod^ 

V. i = (Kßy+(Sii)\ 
t)mn folgt aUx wiebet (au« 5Wr. SWr. LH. für z=x) 

VI. Ä2x=25'..Äx; 

vn. Jsr2x =(isrz)*-(Äz)«=i-2(Är =2(^,)»-i; 

ttttb (au« S»t. vn. ttod^ für x=iz) 

vm. j,,=}/i:^t 

IX. X4, = 1/ — g— ^. 

ÜWtttrtfl ber gomdn 9lr. ffh. I.— IV. lajfm ftd^ bte brei 
^robuftc 5x-J£z, Jfx^JT« unb Sx*Sz in ©untmen unb 
SDifferenjen, unb aud^ umgefef)rt bte i>ier Summen ober 
Differenjen S„dLS^ unb KadLKn »tebemm in ^robufte 
»enoftnbeltt. 

§.52. 

®e|^t man nun auf bie Qi^txn^^txt^t btefet aügememen 
bur^^ K ii,nb «^ bejetd^neten füti^tn ün, fo muf man ^ox aUtn 
2)tngen bemerlen, wie ffir reeKe SBertfie »on x an^ bte 2Bert|ie 
^on Kx unb »Sz aUemal teeU fe^n unb (wegen 9lr. V.) itoi\^tn 
+1 unb —1 liegen muffen. 

ferner ßeben bte gormein fflx. Sir. I. unb U., mnn man 
h patt z, unb flatt Jj., Äk bte, burtfi btefe Setd^en ^orgejieaten; 
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nü^ QM^tn |>oten)en t^on h fortlaufrttbm Strtfien (ata §. 50. 
5Rr.SRt. I.ttnb2.) fefet: 

h^ h' h^ 

h* h* h* 

a) Die reellett SÖertf^e ter JReibett iS, unb Ä, Snbem f?c|i 
fletig, mit ben flettg ftd^ finbrmben recKett fSitxt^m »on x. 

b) 35{e teellm SBertl^e ber SReü^eiS', »ad^fen tittt bm reettett 
Sert|en »on x juglefd^, fo lange /IT, po^ti)> ifi, nt^mtn aber, 
n)&^tenb bie 9Öert|ie »Ott x »on — oo an burd[i |)ittbur(|^ bi« 
)tt +00 l^ftt {mutet jlettg tt>ac^fetib gebad^it tt^erbett, ab, fobaft 
unb fo lange Jf» negart» x% — gelten ferner »out SÖad^fen jum 
Slbnel^men über (b.l^. fie l^aben einen größten SBertf)) in beut 
Slttgenbltdf, »o JSlx=0 unb iJ, pofittt) tfl, — gelten enblid^ 
»om Slbnel^men jum SJad^fen fil^ (Jo, fi. fte l^aben einen Ilein^^ 
fien SÖertl^) in beut Slugenblidf, tt)o Jf,=:0 unb *$•, negativ i% 

c) J)ie reellen 3SBert|»e ber anbern SReibe JT, bagegen nel^^^ 
Uten ab, to&^xtni bie reellen SQBertl^e »on x itjacf^fen, fo lange 
5, ^ofttit) ifl; fte wad^fen ntit ben SBBertl^en von x juglcid^, fo::* 

balb unb fo lange S, negativ i% unb fte ge|)en vom {JJlJi^ 

^^^ {ffialfen^ **^^' ^^ ^^^ ^ugenblirf, m Sx = unb 
fltetc^jeitig JSr. ßg;} ifl. . . ' 

§.53. 

J)enlt man ftd^ ben SGBertlfy von S^ (ober ül,) gegeben, unb 
ben SBertl^ von x baju gefuci^t, fo ifi bie Oleici^ung, mli^t x 
geben foö, jebe^mal von ber gorm ber ]^%rn algebraifd^en 
®lei(|>ungen; aber vom unenbli^en ®rabe, unb bieg füfirt jur 
S5ermut|^ung , baf e« unenblidf^ viele SBertj^e von x geben werbe 



§.53—54. 
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»Ott itx gorm p+q*J, für mli^t Sx (obn Kx) röten u«b 

S){e* äHc« itViM auf eine periobif(|e SÖieberfel^ ber SBert^e 
»on Jfx unb Sx. — 3n bfefet Slnjid^t »trb man aber bejlÄrft, 
wenn man bie ©Wdfyungen 9lr. 9lr. I. unb IL be8 §. 51. nÄfier 
tetrad^tet. ©le laffen n&mli^ feigen, ba^ bte ffiertl^e »on Sx+n 
unb i?,, be«aleid[ien bie SSBertfie JiL,+, unb JE, einanber flleidfi 
ffnb, fo oft ber Unterf(|>ieb x jwtfd^en ben Slrguntenten (^oge») 
x+z unb z fo ifl, ba^ JTxssl unb Sx=0 »itb, Sffle» 
lontmt nun barauf an, biefe le^teren 3Bert|)e «on x )u ftnben. 

§.54. 

@eftt ntan aber in §. 50. SRr. 9lr. 1. unb 2. /»=0, fo er:^ 
l^ält , ntan 

1) JCo = l unb 2) So=0. 

SEBÄl^renb alfo x bon an fietig to&^^, wirb aud^ Sx bon 
an fietig mit voa^^m (na^ §. 52. b.), unb gleid^jeittg mirb Kx 
»on 1 an fietig al^nel^nten (nad^ §. 52. c). Sbt^ti^ntn toir nnn 
ben fleinjien ^)ojtti»en SBert|> »on x, für welchen JT» W« ju 
l^in abgenommen ^at (alfo flleid^jeitig Sx Ui ju 1 ^n ^ma<fy^ 
fen iji) unb beffen Sriflenj leidet nad^gen^iefen tcerben fann/) 
burd[> ^TT, b. |). ba« 3)o))pelte btefer jjojttiben Sä'&I burd^ tt, fo. 
l^at man banad^ 

3) K^„=zO unb 4) Si„=i. 

Unb, nun leitet man mittelfi ber ®leid[>ungen §. 52. fflx. ffix. VI. 
VU. (für x=z=i7r ober x=z=7r), unb §.52. 5Rr. Sir. L 
IL (für x=7r, z=z^n), fogleid^ nod^ ab 

5) JSr. = -l unb 6) ■iS. = 0; 

-7) % = unb 8) *y|, = -l; 

9) JSC2.== + 1 unb 10) S2n = 0. 



") m<iXi ieiöt, baf für x=l, AT^ itöd^ |)Ofi«», baß far x=2 abw K^ 

bereite neßart^ totrb; alfo liegt ji»tfd^ett 1 unb 2 ein SBertfi ijon x, für toel* 
i{)rn £^=sO. !D<(fer SBrrtlj) criftirt alfo nid^t bloß, fonbem tt Unn fogac 

audjf nadji Ut 3itMon'\^vx 3Htt^9ht näf^ernng^toeife gefutibnt toerbm. 
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§. 54 



^tt« §.52. SRr.5«r.I.— IV. folgt bann weitet (för x^n, 27t) 
11) Kn^^ =—K^; 12) Ä._. = +^Äx; 

13) Jdr-f.a = — Kzy 14) «Sfr + zZS: — ÄaJ 

15) Js:2^_.'=+Äx; 16) /y2.-z=— Ä,., 

SCIieitt man nun aße fietig nel&en einanber liegenden po\Ui^ 
ijen.Cganjen obet gebrod^enen, rationalen ober irrationalen) 
Sal^len in lauter fllei(|>e aDbtj^eilungen (»on bi« ^/r, — von 
•Jtt Wd ^, — von ^ bi« l^r, — von f^r Big 2nr,- von 27r big 
-fTT, n. f. tt). fort) beren ©renjen immer um \7t größer »erben, 
— nennt mm ben Snbegriff aller ^)ofttiven S<'¥^^ ^^ ^^^^ 
fold^en Slbtl^eilung einen Guabranten, fo fielet man vermöge 
ber gormein 3lr. 5»r. 1.— 16. (inbem man fiatt z alle SBertl^e 
im erflen ßuabranten, b. |i. von bid jtt gefegt ftd^ benft) 
beutlid^ ein: 

2)aß tnnerl^alb ber 4 erflen ßuabranten, »äf^renb bie reel=* 
Jen SSBertj^e von x von 0- bi« 2n fletig »ad^fenb gebadet toer^* 
ben; — bie ®ertl^e ber SReij^en Kx unb ^x fo ftnb: 



brantrnt 



JOie SBcrtfie ber ffiti^t K^x 



X>it Sßrrtjic bnr 9lei|i< S^x 



im 1«*«« 



im 2»^" 



im 3"« 



ii« 4tcn 



pofttiv unb abnel^menb von 

1 big ju l^in; 
negativ unb abnel^menb von 

big JU -1 ^in; 
negativ unb »at^fenb von 

-1 big iu ^in; 
pofitiv unb »ad^^fenb von 



})ofttiv unb »ad^fenb v«^n 

big JU 1 l^in; 
})ofttiv unb abnel^menb von 

1 big JU ^n; 
nt^ati'o unb abnel^menb von 

big JU -1 ^in; 
negativ unb »acf^fenb von 

-1 big JU ^in. 



big JU 1 l^in. 

T)ann aber finbet man aug §. 52. 9lr. SWr. I. u. IL (für xi=27r, 
47r, 67r, . . . unb z = 2?!;) leidet nod^, tt)enn n eine ^)ofttive ganje 

17) iir2n. = l unb 18) Ä2„. = 0;. 
fo tt>ie bann »eiter (§. 53.) 

19) £2n>r + y =iSCy unb 20) <S'2nir + y SS'S'yJ 

b.]^. in je 4 ber folgenben Ouabranten lehren bie SBertl^e ber 
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gteij^en K^ unb S^ genau tu bcrfelben ßrtttuitg xoit\>vc, xoit tn 
km 4 etfien Duabranten. 

enblt(i^ folgt [ogletcl^ aug §.50. $Rr. 5ttr. l.unb Ö., baß 
21) ä;_x = Xx unb 22) Ä-, = — Äx 
ip, ttjorauö l^ertjorgel^t, bap bie gornteln 9lr. 9?r. 17.— 20. 
gelten, e^ mag n })offtfo ober negatit) ganj ober Srtull fep. 

§. 55. 

e« erhellet nun beutltd^ : 

a) bie SBertl^e ber SRet^en JC, unb S^ tetecf^nen ftc|i für 
alle ^)ojttt»en unb negatfijen SBertl^e von x, mi} ben gormeln 
9?r.5«r.ll.— 22. o^ne Söettere«, fo oft jie für alle i)ojtti»en 
Sertfie z von x, bie im erflen Ouabranten liegen, iere#et 
unb talbetlarifdp niebergelegt ftnb; 

b) bie SSBertfye ber Steigen Kx unb Ä, Bered^nen ffd^ au^i 
fitr aUe imaginären SSertfie i>on x, =:p+qM, foialb man 
au(f> bie S9Sert||e öon Kßi unb S^ b. |). bie aSertfie ber Sleif^en 
{(kVii §.50. SWr. S«r. 1. unb 2.) 



unb 



i+2r+¥+l!+- ^^^^ — 2— 



o ß^ ß^ ß'' - w e^ — e-^ 

''+lr+3r+Tr+-:- ^^^^ —2— 



für alle ^)ofttiven SBertl^r von /? bered^net unb tabeilarif(|i nie^? 
bergelegt |^at, *) in fofem na(|) Dir. 9lr. I. unb II. \>ti §. 52. 

'S'p + q • i = '^p • •'f qi + -^p • Ali 
unb J&p+q.i =: Jfp'jBlqi — /Sp^/Sqi 

, §. 56. 

3jl ba|)er iCx=iti unb Äx=y gegeben, U)o ai unb^y It^ 
liebig reell ober imaginär fep fönnen, unb finbet m<iin, baß 
ioirfli(^itt^+y«=:l ij}, fo l^at x, unenblid^ viele Sertf^e, »eld^e 

*) JDr» ainfanfl eineir fold^en SCaMe U^vx rpir, »on ©ttbnmann 
(ered^ttet 
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Wcfett beibeti ©leid^ungen genügen; nnb wenn (p itgenb tintt 
fcerfelben i% reell ober imaginär, fo jtnb Mefe SBertl^e aUebur^ 
±2ii7r4.9) au^gebrfidft, »o n fowo^il 9hill aU jebe ^)0jtti^)e 
ganje 3# »orflellt. — ©inb /* unb v reell, fo liegt ein ein^ 
jtger biefer SBertl^e »on x inner|>alb ber 4 erfien Ouabrantett, 
unb biefer fann bann ber burd^ q> ^orgejiellte feijn. — Sluc^ 
l&^t ftd^ lei(|)t teweifen, baß e8 außer ben burd^ ±2nTi;+q> 
»orgejiellten unenblid^ vielen SBertl^en von x, feinen »eiteren 
wel^r giebt, weld^er beiben ®lei(|iungen Kx=ifi unb Äx=v 
gleid^jettig genügen fönnte. 

3jl Kr ober 5, allein gegeben, fo hat x bo]p^>elt fo titele 
SSBeri^e, »ie wenn K^ unb -S^, jugleid^ gegeben finb, »eil iu 

K^ssfi, eben fowol^l Sx=+\/ü^ , al« aud^ 

5x=— V/l— itt* genommen »erben fann; unb itmgefel^rt. 

9lun aber läßt fx^ ba^ (gemeint) Siffetn^SRed^nen »ieber 
etwa« weiter auöbitben. — Der ^md be§ (gemeinen) ßiffetn^ 
SRecf^neng ijl nämlid^ fein anberer aW: „jieben etnfad^eren ober 
,,nod^ fo jufammengefeftten Slu^brudf, ber urf|)rünglid^ numeri^ 
„\^tn 3a|)len (§.31.) fein Dafep verbanft, in ünt allge^ 
„mein^numerifd[ie 3«^! ,(§-39.) b. 1^. in eine reelle 3^^ 
„(Ipofitioe ober negative ganje ober gcbrod^ene^ 3ä|^1 ^ber S^uU) 

„ober in eine ima^in&xt 3«l^l von ber gorm p+q»V/^i 
;,wo p unb q Wieberum reell jinb, umzuformen, unb nebeu:^ 
„bei auf ©erlangen bie reellen ganjen 3<J^ten ober bie ^Slllex 
„unb 9ienner ber reellen gebro(|)enen 2o!^Un in numerif(|e 
„3al^len beö §.31. b. f>. in <Bnmmm, bie naci^ ^otenjen von 
„10 georbnet finb, au^jubrfidfen, wenn man nidpt vorjiel^t, bie 
„SBrfid^e in Deeimalbrftd^e p verwanbeln.'' — Unb ein Slu8^ 
brudf l^ßt „auggered[>ttet" ober ,/*ered^net, fobalb er auf 

btefe Untere reelle ober imaginäre gorm p+q^V'^ ge^ 
bra(|)t ifl. 

SEBeil aber in ber gorm p + q*V^---l ^wd^ ^Ue reellen 



§. 56 — 57. ®e(i^«tcö ÄftJjiM. 1 1 1 

Q^bn flr*tt (in fofern qs=0 [eijn Unn\ fo tttrb man Wefen 
3»«! i>eg (fletnemen) Siffern^Sled^tten« ganj i^ottfiSnbig erretd^n 
fönnen, wnn man We ©untme; bte Dtfferenj, ba« fx^^ 
bttft unb ben Ottotietttett jttjeier ^o^tnaU^tmtin^nvi^f 

abemtftfö in «nm folcä^en 3lu«brtt* von ber gorm p+q-V^ 

m^ 

umformen fann; wenn ntön fnrner l/p+q-\/— 1, 
(p+q.\/IIT)\ fog^(p+q,\/^) unb 

(p+q.V/^-Il)"'**^' ~* tn einen Slu^brurf von berfelben 

gorm P+Q^V/^ nmjuformm verfielet. — Die 4 erlern 
biefer Slttfflabm ftnben ft(|> bereit« im §-39. tJoDjlänbig gelöjl; 
i>on ber 5*« Slufgabe finbet jtc^ im §. 39. nur ber befonbere 
gaU; m flatt ber m*"« seBurjel bie Ou abrät ^SBurjel fle^ 
bel^anbelt. S)ie 4 lefttern Slufgaben beS (gemeinen) 3ifF^tn^ 
giedpnen« muffen ballier l^ier nod^ ifire erlebigung finben. 

ffiir ÜSfen nun in bem näd^flen faxagta^^^tn vorWuftg bie 
5*^ unb 6^« biefer Slufgaben; Ummtn bann im barauf folgenben 
§. 58. jtt ber Cöfunä ber 7*^" Slufgabe, bie im §. 50. bifreit« »orge^ 
leftt werben ifl, um iule&t; na^im eS enblid^ gelungen fepn wirb, 
ben ©egrijf ber allgemeinen^Joteni fefljujlelfen, aud^ bie le^tc 
ber genannten Slufgabcn Ißfen unb baburd^ erfl b'a« (gemeine) 
Siffern^aied^nen jum ganilid^en ©d^lu^ bringen iu fönnen. 

§. 57. 

Wlan peKt iu bem ßnbe, mnn ^ ^jojtti» ober negatio ganj 
gebatikt wirb, p bagtgen bloß j)ofUiö ^ni^ bie gormeln l^tti 

I. (£/ä+i»5'ja)'* = jr^/3Hhi»Ä^/3; 



n Qi ift nmU^ (m^ ». 5a 9b;. 3.) Jr^+i.^'^tr.eßi unb 
(e^'> «e«*^* =rÄ;*^-f-i.Äic/3 , fo tole (wa* S. 54. 9?t. «Rr. 19. Mtrt> 20.) 



112 (Bt^ikS ^apxM. §.57. 

m flatt n fotbol^I 3l\xU a\i aud^ jebe ptfüi»t uvb itU nt^aüu 
6m^ 2^¥ 6^W ^}xUn Um, v^S^xmi ber Sluöbrud iux ffitify^ 
im in Sir. II. boij^ ni^t mt^x aU feie v fBtxt^t in SBurad. jur 
?mfett liefert, in fofern We Sertj^e »on Jir(2„,r+iS)t. unb 
Ä(2iiir+/ä):.'f fo oft n «ttt «n fßitlfa^ti von y großer »ftb, Qt^ 
jiau 'biefettett WiUn (na^ §. 54. 91t. 5Rt. 19. unb 20.). 35e0^ 
l^alb fliebt man jur SÄe^^ten in SWr. 11. bem n nur bie v SBtxt^e 
0, i, 2, 3, •••y— 1, ja oft nur bie ^Slftt biefer p^flti^tn 
fSitxt^t, bagegen nod^ bie negativen S33ert|ie —i, —2, —3, k. k. 
bi« man bie v von einanber verfd[>iebenen SSBertf^e ber SBurjel 
iur Sinfen tt)irfli(|> |at. 

®irb nun in 5«r. II. ju/? jiatt /? gefc|irie]&en, fo erl^Slt ntan 
nod^ 



, III. \/(K^+i»Sßy ^ Ä'(2Bfr4-Mj3):«'+i* Äcamr+z^/B):!»/ 

toäl^renb bagegen, joenn ntan bie 9lr. II. linW unb red^td init ^ 
|)oteniirt; au« 5Wt. I. nod^ 

l^ervorgel^t; tt)o ilBeratt flatt n ^Cd^fien« bie v SBertf^e 0, 1, 
2, 3;«»«y— 1, ober nur bie |)Älfte biefer pofttiven ®ert|ie, 
bagfgen no^ bie SBertfte —\, —2, —3, :c. jc. gefegt »erben 
nifijTen. 6« ijl aber au« ben gormein 9lr. Sir, III. unb IV. 
»afyrjunefimen; baß in 9lr. III. jur SÄed^ten aUemal v »irflid^ 
von einanber verfd^iebene SGBertl^e ftd^ ergeben, baß aber bie 
Slnjal^l ber verfdpiebenen SBertj^e in Sir. IV. geringer »irb, fo 
oft ^ unb V nod^ einen gemeinfd^aftlid^en W^txUx l^aben. Da^ 



=:\>lx[A(2„^^^^.,+i.5^2n7r+iS):v]- SB^^^ aBw bnf %x»t\U galtor gur 
9l((^ten f(|>on v ^tt\^\tltM SBm^e liefert, itnb ba9 0aii)t 9lefultat sur 

9led^ten ni^i tne|>r nid y f&tti\t geBett fann, fo famt ntnn f^att \/i ben 
rindigen SBert^ 1 fe^en. !C)abur(|f ergieBt ji(|f bte 9}r. U. 
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burd^ aiix tt)trb Me ^Sel^auptunfl im §. 41. (iti 9lr. 4.), bap 

tiämlid^ l/Ca'*)=(l^a/ feine iJoHfontmett rid^Hge ©Wd^ung 
im (Bimt U9 §. 3. tfl, rtfl allflemeiner erläutert. 

enWi(|i brüdfen bie Slugbrüdfe jur gSecfiten in Mefe» 4 ©lei:^ 

. jungen Str. 3lx. L— IV. genau alle SGBert|)e ber Siugferödfe jur 

Cinfen au«, nid^t nie|)r unb nid^t »eniaer, fo baß tiefe ©let*^ 

d^ungen SRr.9lr.I.— IV. ioUfontnten ifetiße ®leid^ungen ftnt; 

im ©inne be« §. 3. 

®inb nun p unb q beliebige reelle 3^^^«/ wnb foll 



P+q-i ntit ^i ^)Oteniirt, ober fott*\/p4-q«i, ober foll bie 

2BurjelV^(p+q.i)% oberfoU enbltdp bie ^otenj vi/p +q.i/ 
,,auSgered[)net" b. \ foll ber SBertl^ biefer SluSbrüdfe auf bie 
gorm P+Q*i gekad^t tt^erben, fo t>erffi|^rt m^Xi tt)ie folgt: 

"SSi^Xi tered^net r=4-l/p*+q^ , unb y au« ben ©lei^* 

d^ungen ir4, = -^ unb ä^=:-^, inbem ntan ben fleinpen 

yofttitjen SBertl^ tton qp nintntt, fo baßp+q-izzzr^CÄV+i.Ä^) 
wirb, unb ntan l^at bann ntit $ilfe ber S^r. 9?r. I.— IV. 

1) (p+q-i)'*= r'* .[i:^4,+i-Ä^J; 



2) V^P + q • i = V^r X [JC(2n»r + ^)xv + i • Ä(2n7r + ^):.] ; 



3) V/(p+q*i/ =l/(r'*)X[i5r(2n.+M*);.+i.Ä(2„^+H.^).v]; 

( 

4) V\/p + q .1^ = ( |/r/ • [if (2„^ + .^) ^:. + i • Ä(2„» + ^yx^, 

WO T'*, »/r unb V{x^) bie in ben Elementen (§§• 25. 26. 28.) 
Bereit« feftgeflettten einbeutigen unb ^)ofitiven 35otenjen unb SBur^ 
jeln finb, wS^renb e« au^reid^t, bem n bie v ffiert^e 0, 1, 2, 3, 
4, • • • V — 1 unterjulegeU; ober aud^ bem n Bloß bie ^Slfte biefer 
^)ojttiöen, bagegen eben fo m'ele negative SBertj^e —1, -r-2^ 
—3, jc. K. beijttlegen. 

8 
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§. 57»». 



Unter itn v SBmf)ett ber V/p+q-i in SWr. 2. nennen tt)tr 
aterben ben einfaci^Pen, in tt)elc|)emii=0 genommen ijl, b.l^. 
ber bie 3# jtt nt§t in ftd^ aufnimmt. SP iebo§ p+q-i 
teeH unb aud^ ipojttiv (etwa =a), fo ifl ber einfa^e ffiertl^ 

bet l/a jtt ftWd^et d|» bie v«>Wiw «^^^^ abfolttte SBui^ri be« 
§. 26. *) 

§.58. 

Unb nun läßt ftd^ cut^ bie SlufgaBe be« §. 50. »oüenb« 
löfen, b.f). e« fann nun ber (natürlidpe)?ogarit|)me»onp+qM 
,,au*gwc|inet" »erben. SWan würbe bort, inbem m^n 



*) SBitl matt au« S^lr. 2. bie v 2Bertl;e »ö« V/1 «wb »ö« ber V^—l 
lieratt^fiebeti, fo wwf ma» q=0 unb pä4-1 oberp«s— 1 ttej^wett. Dann 

n>trb rasr-f-l, Versal «ttb fw p=»+l ttOti^ 9=0, fur p=i— 1 ba- 

gegen y =71 5 unb man etl^iäft 

V/l=« ^2llff;i;-f-**'^2o»rti^ asse" •** 

inbem t^w^ bem n na^ unb na<|i bte i' Söertl^e 0, i, 2, 3, ••• j'— 1 bei*« 
legt ober audj^ nur bte $)^Ifte btefer )p^[\ti'»m fS^txif^t, unb jlati ber anbern 
$>alfte lieber 11«=— .1, —2, —3, ic» ic, nimmt 

STOan Um biefe Olefultate au^^ bire!t au« ber gormel Str. U. er^^alten^ 
tt>enn man baran benft, ha^ H-l=^2ii>r+»"S^2ii»r »"^ 
— lrttÄ'(2„^,j„-4-i.5(2nH-i)»r <1^- ^^^w« ^«t mau «amlt^ btreft 



= -^(Sn+DTT^i/H-l • "^(211+1)»:^ 

I)er eittfa«|^e ®ert^ biefer SBuQeln (ber, m^ ber obigen 5Dep- 

«itfon, ffir ii=rO 9^ ergiebt) i^ bal^er ifikxVi, unb ^^,+i •*$;., für 

» 

i^— 1. J)er lottere SSBertl^ ifl aber nici^t ber, totnn v ungcrabe tfl, en'l^i- 
ircnbe reelle SKeril^ —1, ber fi^ für (2n+l)=s>' ergiebf. 



j 



I 

I 

I 
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A) e«.JSr5 = p unb B) e«;5^ = q 

geführt. 2)arau^ ftntrt man ji^ftt (inbem quabirt unb aWirt tt){rb) 

fo baf a al« ber tm §. 29. beflnitte teefffe Sogaritf^me ber po^ 
jttiven 2a))l r für bte j>ojtfive Saft« e Itd^ seigt, al&er immer 
nur einen einzigen Sertl^ ^at, ber burci^ Lr bejei(|net werbe« 
ma^, fo baß Lr ben einjigen reeUen SBert!^ M natfirlid^en 
?ogaritl^men bon r »crfieHt (»eld^er negati», 9ltttt ober pofiHtj 
ifl, j[e naci^bem r felbfl <1, =1, ober >1 gefunben n)itb). 

Slußerbem geben bie beiben ©leic^ungen A. nnb B. nod^ 

D) K^=^ unb Ä^=i; 

unb iu btefen reellen Sßert^en »on K^ unb S^ finben f?d^ alle 
SBertl^e »on /9 = =t:2ü7r+y, wo y iWifd^enO unb 2tc Kegenb 
gebaut wirb, unb ben fleinflen ))ofitii)en biefer S33ertl^ be^ 
iti^ntl ^Ifo ^at man 

I. log(f+q»i)=:Lr+(2n7t+q))*i, 

WO n fowol^l MU Ol« aud^ jiebe ^3ojttt»e unb jiebe negato? ganje 
3a|)l tjorpettt. 

anmerfung. SKon flbetfe|ye . babei ni^t, baf bie ®lefe^ 
d^ungen D. »oraugfejen, baf r ni^t fIbxU i|t, b. ||. baß ni^it 
glcid^iieitig prsO unb aud^ q^sO ifl.' Die gefunbenen SGBert^e 
beö natürli^en Sogaritl^men pren alfo auf im Mfttl pföfffg 
XU fep; fo oft ber Sogaritf^manb =0 iji. ' 

e« i|i alfo logO eine im Äalful eben fo unjuläfjtge gorm, 

wie -^; unb fo oft man in ben ?lnwenbungen einer allgemein 

ntn gied^nung auf logO fii^t, eben fo oft muß bie Sled^nung 
fogleid^ auff)ören unb, ti>a^ je^t gilt, befonber? nod^ unter* 
fud[>t werben. 

8* 
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§. 58«». 

Unter biefeti unenWid^ fielen SBertl^ett ^on logXp +q*i\ 
We alle toixiü^ »on emanier »erfd^ieben, i.^. einander nid^t 
gleid^ jtni), mi ml^t, mit feltenen ^u^nal^men, tmmer tmagt^ 
när fe)pn »erben, wollen ttJir benjemgen ben einfad^flennen:^ 
jten, ber für n=0 ftd^ ergiel&t/ ber alfo bie 3# ^ nid^t in 
fU^ aufnimmt. SP <*er a = p+q*i reell unb pojtti», ifl älfo 
q=0, p=a^ folglid^ audf> r=a unb 9=0, fo ifl biefer tin^f 
fad^jie ber SBertj^e . ^on Zog-a jugleid^ ber reelle, ben toix fo $Un 
fcnrci^ La kjei(|>net fiaBen. ©al^er fann man audp im ^11^ 
Qtmnn^n, ttjenn a nid^t gerabe pofiti^, fonbern <in(fy 
tt^^ati^ ober ima^in&x i^, ben einf a d^ jlen Sert^ 
»on loga bod^ immer burd^ La tejeid^nen, fo baf ba^ 
burd^i bie SSebeutung be« ßeid^en^ La verallgemeinert ifl; unb 
ntan l^at bann: 

IL L(p+q«i) = Lr+5P«i 

nnb 

III. loga:=:La+2n7C»i, 

mM n fbttJol^t bie 9hill aU aiid^i jiebe pojttive .nnb jcbe nega^ 
tive- ganje Qa^ Gebeutet, wäl^renb a ef^en fo gut reell wie ima^ 
ginar fe^n tann. 

3jl bagegen a reell unb pofttit), fo l^at man nod^ 

' 1) /og'a = La+2Q77*i; 

2) fog-C— a)=s5La4.(2n+l)7r.i = L(— a) + 2ii;r.i; 

3) tog^l as2n7i:«i; 

, 4) tog-(— .l) = (2n+l)^.i = L(— l)+2a7r.i,*) 

m Lsk ben einfad^jien SBerti^ »on fog-a ijorfleHt, ber abtt 
baömal, wo a ^ofitiv i^^ jugleid^ ber einjige reelle Sffiertf^ 
)6rt natürlid^en Sogaritl^men von a ijl, b. |>. ber fd^on in ben 
Elementen (§.29,) unter bem S;itel be^ reellen tetrad^tete ?o^ 



*) ge ifl ttämKdS^ (mi) 3»r. IL) ^ 

L(— a)s=:'La+^«i 
ttttb L(— l)=sLl-f-7r«i=5;r»i. 
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^axit^mt ift (Ux pofitteeti 3äM a für We jjofirt^e »a|t« e)^ 
wäfytenb iam, mnn — a negativ iji, ttod[> 

L( — a) = La + 7r«i 

fe^n Wirb. 

§..59. 

3»{t bett (einbeutigett) ettifadpflettSBettfiett be« ttatütli(|iett: 
Sogaritl^men recl^hrt man nur nad^ ben beiben gormrtn 

1) L(ab) = Larf-Lb; 

2) L(|-) = La-Lb, 

m a unb b beliebig reell ober imaginär fepn Wnnen. 

3öa« aber bie übrigen ber für reelle Cogaritl^men früf^er 
(§.30.) I^ingefieaten gornteln betrifft, fo fann im Slllge mei^ 
tun »on i(a») = x.La begl^alb nod^ nicfit bie SRebe fe^n^ 
weil ber Segriff »on a«, wenn a unb x allgemein fe^n follen, 

M^ nid^t fejijle^t. - 3)ie ©leidpung L(l/a)= ^ enblid^ 

ifl ni^t aU eine, bem ©egriff be« §.3. entfj)red^enbe ©leid^iung 

anjufef^en, weil l/a, unb bal^er aud^ Lyya) m SBertl^e j^a^ 
ben, waf)renb ber äfugbrutf jur SRed^ten nur einen einzigen SBertj^ 
»orfiellt, fo baß nid^t unbeWngt bie tim ©eite biefer ©leid^ung 
flatt ber anbern gefeftt werben fann. 

* * " 

unb -3-=s5^, tittb t)er{lel^en totr unter ip \tlhf hm lleinflett t)Ofitit)ert 
SBrrtI» von </> , fo l^at ntan m^ §. 57. 9lr. 2. 



m ."", «n 



V/a=:l/p-f-q.i=:|/r.(^2„„^^j.„+i.5(2„«+^).„) 



m in '■ ■ ■ ■ ■■ ■ • i 



b. 1^. \/a=l/r«e 



/ 



t»o v^r bie eutbeuH^e aifolute fß^uxyA ifi, toä^frenb n SJutt unb alle ganjen 
Baljllen l>td m - 1 »orfteUt $IIfo t|i 

V r/^"l^ r/^"l^ 2n7r-|-(^ . Lr.4-( 2n?gH-y)i 



m m 
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mil l/r |)öftU», Lk\/t) xtcU i% ttnb für reelle Sögaril^^men ^ic Oleid^uttö 
I.({/r) = — beretW de eine ridjiHge erlannt ijl ($.30.). — 5lttf brt 

anbem @eüc i|l bagegen, el>ett toeU m«t p+q-i=r.(ir^-f.i-Ä^^)»B:fe'''* 
olfo 

^ mm 

aSetöIetd[it .man mn beibc Slefttttatc in a) uttb b) jut 
Siedeten, fo ftnbet mati; ba^ 

3). t(l>.) = ^' 

mx bötttt eine ridfitige ©leid^ung ifl, wenn ntan jiatt l/a titxu^ 
fairg i^ren einfad^jien SBettl^ feftt, b.^ bcnjeniaen SBettlSy, in 
beffen imaginären 5;^eil bie Ml ^ rii^t erfc^eint 0^1 §. ST«'.). 
— 3|l alfp a teeU unb pofiti^, fo gilt bie ©leid^ung 9lr.3., 

fo oft unter l/a ber ^jofitioe SSBertl^ biefer SBurjel »erflanben 
»irb, unb bann fällt fte «lieber ntit ber bee §. 30. jufantmen. 

§• 60- 
S53a« enbliii^ Me unenblid^ »ielbeutiften ttatMrli4>en 
?ogarit|)men Betrifft, fo muß man mit i|jncn eben fo »orfid^tig 
red^nen, ton fold^^e« bereits in ben §§. 37. unb 41. für bie mel^r^ 
Unti^tn SEBurjeln a%t^tUn ftti^ jtnbet. 
^i$ gormein 

1) log(db) :^logdt + lQgh\'') 



*) 5Dfltt<id5i ift %(a»)a«%a-f-%a5 — bagegett barf man jlait 
logsL-i^logsi ni^t 2logsL S^xtihm (»rgl. §.37. unb §.41.), mil 2logsL 
ttjeniger fS^txt^t Ijjnl; ale logsL^loga, nmlid^ alle bieiettigen.2Berl][»e bet 
lefetern (Summe (%a + %a) nid^t l^at, in benett bie (Summanben ald 
»erfd^iebene SDert^e i>oirjlel{enb gebadet te^eirbe». -^ f^wnmüii^ ffnbct man bei 
nähern Unterfud^ung, ba§ %(a^) alle Sßertl^e )M)ti 2/o^a uitb aud)^ aBe 
Söertl^e von 2/og'(~a) in fi^ fd^Iieft. SBemt ballet »ernouUi aue 
%(a»)=:2%a unb /o^(— a)» =2%(-a) gefolgert N/ fc<tß 
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2) . ^S (-J-) = loga — logh] 

3) log(\:>a)=:I^ 

*^ m 

l^aten re(|>t« uttb Imfg gteid^ öiel unfc genau biefelbm SBertl^e, 

mm mx l/a al^ mbeutig anöefe|)cn »itb; — biefc ®lei(|iun^ 
g^tt ftnb alfo (nad^ §. 3.) untebingt ri(|)tig, b. fy. bie Reiben ^u«^ 
brücfe linU unb red^t^ in jebcr berfeftm fönnm unkbingt für 
etnanber gefegt n^erbm. 

35agegen fann im Slttgemeinm ^on tog-(a«)=.x.tog-a no^^ 
gat ttid^t bic girbe fepn, ttjcil a» im Slttgemeinm nod[> fein? 
S3ebeutung |>at; unb filr bm tefonbeten gaß, tt)o a allge^ 
mtin, bagcgen X eine ^pofxtm ober negatoe ganje S^^l tjl, ^at 
Jag(8L^) öHemal »iel mel^r (dbxmal fo^iel) SGBertl^e aW x-iog-a, 
wie bie na4>fle|)enbe Unterführung lel^rt. 

3fi^ nMi6^ a=sp+q*i unb |iabm r mtb (p bie friil^ere fBebeuiung^ 
fo baß 9 ttttterlS)alb ber 4 erf^m Duabranten liegt, fo IS^at tnan 
«) %(a*) = %((p-|-q.i)*)===%(r*.e*'^"')==x-Lr-|.x(/).i4-2ii7r.i, 
tvo n ^vlU unb j[ebe j)oftti)>e unb negative Qdnit ßai^l '»^x^tUl '^aQt^m iß 
ß) x^log a=x«/9^(p+q*i)=sx*( L r+(2n7T+</>)i):=x«L r-|-x^<i+2ux7r .1. 
fßtt^Ui^i man a) ttnb ß) ^nx dled^ten, fo finbet mM, baß in a) dbxmal 
fo viele ^ertljie ßnb M tn ß). ^aburd[| ifl ^u aleid^er 3eit hit SBef)aut)tt|ng 
in beip irtote (t»o xs=:2 ig) QereiiJtferHöt 

§. 61. 

Da atte im §. 49. gefuci^ten unb gefunbenen unenblid^n 
keinen fx, meldte bie ©genfd^aft '^a1>tn, baß fx«fy==fx+y i% 
burd^ ©f* audgebrftrft »erben Wnnen, fo mu^ bie allgemeine 
^otenj a% nad^ ber wir flreben, in e«* ettt|)altett fep. Da 
ater a» für x=l in a ü]6erge|)t, unb e« für x=:l Wop e«^ 
mirb, fo tt)irb man e*^=:a, alfo entweber CÄtog^a ober c=Ifa 



/og-a = %(— a) fet>, fo fte^t mM l^ier ben babei gemadjitett ge^jler offen 
vorliegen , nnb ^toar tfl biefer %tf^Ut berfelbe, n>ie toenn man and 

l/'(a»)s=s-f*.a nnb l/'(a*)==— a folgern tooHte, baf and^ +8=— a fe^ 
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ttefimen ntfiffett, ioo logh unenbli(|^ ^trle SBettf^e |iat, unb La 
fcen tinfa^^m biefet ffiert|)e »orflettt (§. 58^). 

SBit fönneit ba|)er ben ©egtiff bet 3>otenx a» (in »eld^etn 
a ttttb X triirtfg xttU ober imaginär jtnb, fo baß wir attmal 

a = p+q«i itttb x=za+ß*i 

mi bmlen wollen) ßanj allgemein ald eine gor m a* l^inflellen, 
ioeld^ie bie natitrlid^e ^otenj e* •'*'«'» bejeidpnet. Diefe ^otenj a« 
nennen wir nun bie allgemeine. 

Shtn ][)at aier Zog-a b. |). log(p+q*i) unenblid^ ijiele 

aBert|)e/ weld[ie (wenn +Kp^+q*=r gefegt wirb, wenn y 

*en Ileinflen })ofttiiJen SBert^ ^orjleHt, ber au« ben"®leic|^ttngen 

♦ « 

Ä'^.ss-E^ unb Ä^=-2: 

^ r ^ r 

l^er^orgel^t, unb wenn Lr ben reellen ?ogaritlf)men ber j)ojtti»en 
Sal^l r für bie po^ttm S3ajl« e bebeutet), burd^ 

au^gebrütft ftnb, unter n bie 9lull unb jicbe (pojtti^je unb nega^^ 
ti^e) ganje 3al^l »erflanben; — alfo brürft bie allgemeine 
§)otenj a» ober e»-'^«"» unenblid^ »iele fold^er unenblicf^en SRei^ 
l^en (b. {). fold^er natilrlid^en ^otenjen) avi». SBir fonbem ba^ 
|er iinm biefer SBertl^e, ber bem einfaci^jien SBertfi be« loga 
(§.58^) entfpri^Jt, ber alfo ftinn in ffc|) aufnimmt, alfo ben 
2Bert]^ e»-^» ah, bejeidpnen i^n aucj^ nod^ burd^ a^ nennen i^n 
aber ben einfad^jlen SBertf^ ber allgemeinen ^Jotenj. 

Da« Stilen a* flellt alfo einmal alle ,unenbli(|> :^ öielen 
2Öert|>e ^or, weld^e burd^ e»-'^«*» auggebrildft ftiib, unb l^eift 
bann bie allgemeine fottni; tin anbermal jiellt aber baf^ 
felbe 2^i^^^ a» nur ben eihfad^flett SBert]^ e*-^* biefer 
allgemeinen ^Jotenj a» »or. 

3n allen ben gfitten, m Mi biefer bopjjellen »ebeutung 
beffelben 3eidpen8 a» 3weibeutigfeit ]^er^orgel[)t ober l[)eröorge|)en 
fönnte, muß man, natilrlicl) bem Uebel (entweber mit SSBorten, 

ober burd^ befonbere Unterfd^eibung«^3ri4>^^) fntf4)ieben be^ 
gegnen. 
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§■ 62. 

$0» htn etttfad^firn Serilfien htt all^emeittett ^tUni 

SSetracj^teit toix aUx iit einfad^flen 9Bett|)e ber aUgemeinett 
3)ctenj iuetfl. — 9lad^ t>er Deftnition Um man fcld^e fogleid^ 
,; attdre^^neit ", i.^. auf We gom P + Q-i bringen; t& t^ 
nämlid^, unter ber Sßütaugfeftung t>ap nur »on bem einfad[>jlen 
SBBertl^e ber ?>otenien bie SÄebe tfi, - 

m r=+\/p*H-q* utib qp ber fleinfle ^)ofttfee ffler^ tfl, ber 

ftd[> (für qp) au8 bett ©leid^ungen K^=^ unb iS'^ = -i er^ 

gtebt; tt)ft^renb Lr ben reellen 8ügarit|)men öon r ^orfiellt. 

3fi aber a = p+qM reell unb ^)ofttiö, fo erl^ält man 
l^ierau«; mil q=0, p=a, r=:a, y=0 tt)trb; 

wo a« reell tp; unb biefen befonberen gall be^ einfadpflen SBer^* 
t|ye« ber allgemetnen 5>otenj |)at ber SBfr. in feinen ?e|>rbfi(|^ern 
unter beut Slamen ber fflnjll{<i^en ?5oteni betrad^tet (in fofern 
tl^r ber fünfHi(|ie ?ogaritl^me gegenüber fie|)t). 
©^ fällt aber (au^ © unb C) tn bie Slugen: 

1) 3P X reell unb =-^, unb a pofittv, fo tfl ß=0, 

a=L — , q = 0, p = a, y = 0, dfo (aug C) 

a'^Äc"' =l>(e'*-^») = l>(a^) 

nac^ §.49. m. 10.; b. 1^. ber einfad[ifle 3Bertf) ber aagemeinen 
9>otenj ift in btefem galle, too ber ©tgnanb ^jofitit), ber (£r))0;* 
nent x aber reett i% -ju gleiii^er 3eit bie reelle 5>oteni m §. 28. 

2) 3P X pofttfe ober negattt) ganj, ober 5Wutt, aber a all^ 
gemein =p+q.i, fo ifl /?=0, a=x })oftti\) ober negativ 
ganj ober MU, unb (au« 0) 
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WO (M(l^ 9Jt. 1.) r« bie teeHe, alfo l^ter bic 2)ifferetti^$0jenj 
(beS §. 25.) öorflpm. ©al^er tfl ber etnföt^fie SBertfy ber aüge:^ 
ttteinen ?>otenj a» in bicfem galle ju alei(i[)cr Qtit bie S)iffereni^ 
5>otenj be« §. 25. (ttad^ §. 57. SKr. 1.) 

3) 3fla=:e, aber x=a4-/?.i belieWfl reell ober tmaainSr, 
fo tfl ta = Le=zl, unb t& fällt ba|)er nun ber einfad^fle 
SBertl^ a» ober e»-^» ber aKaeweinen ?>otenj aud^ mit ber na=* 
türlidpen ^f>ttni e* iufammen. 

©er eittfad[)fle SBert)^ ber aUgemeinett ^otenj a« entl^Slt ba^ 
Iber alle frfll^er betrad^^teten 5>otenjcn afö befonbere gälle tu ftd^; 
unb beöl^alb ifi bie im §. 61. geftebene £)efittition 
»erfiattet. 

gür biefe einfad^jlen ffiert^e ber allgemeinen ?)otenjen er^ 
ttJeifen fid^ fofileitf) tt^ieber bie fünf gormein ober ®efe^e (au3 

a» — e»-^a; a*=e*-^*3 lt. f. W.), nSmlid^ 

1) a*-a' = a»+^;' 2) a*:a«*=a»-*; 

3) a'^.b^niCab)»; 4) a»:b»==(a:b)« ; 

unb 5) (a*)^ = a«; 

fo ba^ lefctere jum ;,3le^nen" mit ben einfad^flen SBert|)en 
ber allgemeinen ?>otenien o|)ne SBeitere« angettJanbt werben fön^ 
nen, obgleid^ l^ier a, s, z, b 'eben fo gut reell al^ tmaginfir 
gcbadpt finb. 

3u gleid^er ^tit aber tx^tUtt aug bem 95egriff be8 einfad^^ 
flen SBertl^e« ber allgemeinen 5)otenj, baß jwar 

6) L(a*) = x.ta 

ifl, wie allgemein aud^ a unb x gebadet werben, reeH ober ima^ 
ginär, wenn nur, mt f)ier immer, L ben einfadpften ^ertl^ be^ 
natürlid[)en Logarithmen »orfieHt, — baß bagegen bie ©leid^ung 

/og' (a*) = X • togf a , 

WO lag alle unenbli^J "c^itUn S5Ber*|»e be« natftrltd^rn Öogarttfi:^ 
mtn U^tU^ntt, nur in mm fel^r l^efd^ränlten ©tnne jugelaffen 
werben barf. 

X)enn e^ tfl 



§. 62—63. 
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£)tefe bettln ^udbrüde i\xt Sftedjften ßimmen abfr stt^^^ ^^ t(|ircn yeeKen C^lie-' 
bem «oUfDmmrn überdn, bagegen nid^t tn tl^rett imadinarrn; unb ^tvar fdb^ 
banntitd^t, »rnn x |>ojlH» obn ncöatii> ßatt^i^ in fofern oudji bann x»hga 
»ifl tofniger Sffirrtl^e |)at ole /og(a*), fo baß bribe Wttdbriide %(a*) unb ' 
x«%a tttd^t ttnbebinöt für einanb« gefcftt t»crbfn burfcn.*) Dftl^er finb 

(nad^ bem ^egiiff M §. 3.) ^(a'') itnb x^hgh ttn ^Ugfutrinm cinan« 
bet ntd^t giridji. 

Jlnmer fünft. 9lac|) atamertung ju §. 58. unb nad^ afn^ 
ftdf^t ber öorficl^ttbftt gotmcl iji tu bem ©efttiff ber aUge:* 
nietnett ^otenj bergatt auöftefd^toffett; m Ux 3)iftnanbp+q.i 
ber JRttU 'ftlet^ »irb, b. 1^. wo ps=q=r=0 ijl. — S)enft mn 
ii<fy abtx q5=0 unb p alfo aud^ r immer f leiner »erbenb, fo 
wirb Lt, oiftlctd^ immer negatit), an ftd^ immer größer. 3ft 
baf)er bann nod^ & !pofiti^ unb ß=0, fo wirb ber erfie 
galtor (in O) ber Slull bejlo nfi^er rftdfen, je Heiner p ift 

unb fo wirb alfo bann 0"=0 ftd^ auJttJeifen, fo langet nu? 
a pofititj ifi, übrigen« rational ober irrational. 

§.63. 

5)iefem einfati^flen SBert|)e ber allgemeiuen 5>oteni liegt nun 
ein allgemeiner ?ogarit|)me gegenüber. SWan wflel^e näm:^ 

c 

lid^ unter bem lefttern ba« ^tii^tn loga, in mlcfym c unb a 
beliebig reell ober imaginfir gebadet finb unb weld^e« jeben Slu«:^ 
brutf X beiei4)net, ber ben emfa(|)flett 35JertJ> ber allgemeinen 
5>otenj c*=;=a, b. |&. c*-^^s=;a mdi^l 
^u« biefer Definition folgt fogleicf) 

, logst ia + 2ii7r«i 

^''^^— T^— Li ' 

ttjo ber Sanier Zog a alle uncnblid^ fielen SBertfie be« natörliti^en 

?ogaritl^men t)on a »orflellt; tt^ä^renb La unb Lc bie ein^ 



I. 



«) a^I. bi( 9{ote ^u §. 60. — ^ta^M mm fiBrtgnte bte «Hge SDal^r^ 
f)tii, fo l^at man abemale tm Duelle von ^araborten br0 StalMi ))eifl^)^ft. 
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fad^flen SQertl^e ber natürlichen Sogartt^nten ber 3# a unb 
ber ^afxi c bebeuten (fo baf j. 35. Lc ber reelle tfl), fo oft 
bie ©afig c reeH unb ^^ofttb gebac^t wirb. 3n biefem lefetern 
gaU ifi ber allgemeine Cogaritlime berjenige, wrid^er in ben 
8e|yr6ijc|iern be« S5fr«. ber fünfllid|ie ^tnamt »orben ijl. 

/ p+q*i 

SEHU man ben aKgemetnen Sogaritimen log (y+dA) „mi^ 
redpnen" b. 1^. auf ble gorm P+Q-i bringen, fo ^at man 

° ^' L(p+q«i) Lr+y«! 
L e*L r+(2n7t+tp)q> '-(p'LQ+(2ii7i;+xl/)Lr . 

»0 r =+V/p*+q*, e = + \/yNh^, »0 ferner y unb 
rp bie fleinflen ^)ofttiöen SBertl^e ftnb, ml^t ani ben ®leid[>ungen 

JC =i, Ä =i unb Jr. = i^, 5,=-^ 

l^eröorgef^en, »ä^renb n bie SWuU unb jebe pofttit)e unb jebe ne^ 
gati^e ganje 2a^ »orfleUt. 
Daraus folgt aber: 

A) Der allgemeine ?ogarit|)me l^at immer unenblid^ »iele 
SBJertl^e, bie entttJeber alle imaginär jtnb, ober ^on benen ic^ 
nur tin einziger reeU ijl. 

B) Sirb bie 95afi« p+q«i ^ofiti» unb =a gebadet, fo 
ifl r=a, 9>=0; unb man ^at bann 

unb bieg ftnb bal^er alle SÖertl^e be« fünfHid^en ?ogaritl[)men, 
»on y+<J*i. 2)iefclben jtnb alle imaginär, menn y+<J.i ima^^ 

ginär ober negativ ifl, bagegen ifl ein reeller ©ertl^ (=T^) 

barunter, fo oft y+<J-i=y unb })oftti^ gebadpt wirb, unb biefer 
reelle SSBertf) allein ttjurbe in ber filtern 9Wat|)ematif ber fünfte 
lidfie ?ogaritf)me genannt. 

C) I)er affgemeine ?ogaritl[)me ifl allemal ber natürlicfie, fo 
oft bie Sda[t9 p+qM==e genommen wirb (fo ba^ q==0 unb 
p=e gebadet ifl). 
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D) ©inb y> d, p, q fo gwSl^lt, t)af 

Lr:L()=.q> l 2nn+tp 

tfi, för irgenb tintn \>tx SSBert^e ^on n, fo fyat ber attgcmeitte 
Sogaritf^me einer imaginären ^o^l für eine imaftinäre Saft« 
aBemal* einen reellen ffiertf). *) 

E) giir Mefe allgemeinen Cogaritl^men gelten bie gormein 

c C ' c 

1) log (ab) s= tog^ + Zog^b ; 

2) ^^S^ (y) = tog^a — /ogb; 



c 



3) logx/;,^^ 

nnbebingt, ba fie re(|)t^ genau fo ^iele SEBertf>e entf^alten unb 
genau t)iefe%n xoit XinU , xoit fold^e^ au« §. 60. in SJerbin^ 
bung mit ber 9lr. I. ol^ne SBeitere« |)ert)orgel^t. 
Dagegen gilt ni^x allgemein Me ©letd^ung 

c c 

tog-(a'*) = b«/og^a, 

»ie el>enfall« au^ §. 60. |)ertjorge]^t. SWan mu^ bal^er biefe left^ 
lere ®lei(|)ung nie, ober bodp nur mii ber größten SSorjtd^t an^ 
»enben, ba i^r nur in tixitxa \t^x befc|>ränf ten -®inne ©ttltigfeit 
jugejlanben njerben fann. 

§. 63^ 

La 

$ebt man lieber ben einfad^fien SBertfy -y^ be« alf^^ 

ÄJ c 

gemeinen ?ogarit|>men l^erau« unb bejeid[inet man folc|>en t)ur(|f 
V%, fo ifl für biefe einbeutigen ?ogaritl^men uniebingt 

q^T, ^=s(p^ alfo ijt bie obige ^rbingung (für nasO) txiüUi, ttnb man 

er^ft (Ott« 9?r. II.) % (p^qo)=sl, toae audfi offenbar Wd^ttg ifl. 
(Sbnt fo jlobct ftdSf, töenn yt»p» — q* unb Js=2pq gettomme» totrb, 
e = p'+q*=sr% ttitb tpj=2(f, fo ba§ bir gornid ^. II. je^t für u=0 

'*^^"(p'-q*-4-2pq-i) = 2 
rrdiebt, toa9 br^l^alb i^ollfonitnrtt rtd^Hg \^, toHI in ber %\^cit 

(p-#-q'»)'=p'— q*-f-2pq»i 

totrb. 



126 ^ eti^it^ Ma^iM. §.63—64. 

1) L*(ab) = Z,*a+L*b; 

2) L'(^) = Va-Vh; 

I 

3) L"(a'») = b.ra; 

basegen gilt 



4) r(»/a) = 



L% 



b 

b 

nur bann, wenn man unter l/^a nur im etnfad^flen t^rer 
SBert|)e verfielet.*) (3Jgl.57^) 

Slnmerfung. 9lod^ bürfen xoix nid^t unbemerlt laffen, 
baß ber allgemeine Cogarit^mc naci^ ber gormel 5Wr. U. tint im 
Äalful unjuläfftge Sorm annimmt, fo oft Lr=:0 unb gleid^^ 

jeittg 9=0 tjl, b. |). fo oft r^=p^+q«=:l \nb 7- = l/ 

i=0, alfo p=l, q=:sO, b. ^ fo oft bte SBaft« =1 ge^ 

ia^t tt)irb. — Unb ba Lr (nadfi Slnmerfung ju §. 58.) im 
ÄalfuI unjuläfftg tft, fo oft ri=:0, alfo p=sq=0 tfi, fo folgt, 
baß 8ogaritf)men im Äälf ul unjul&ffige gormen finb 

a) mnn bie ?ogaritl^manben ftnb; 

b) wenn bie Saft« ober 1 ifi. 

©0 oft man baj^er in Stnwenbungen aUgenteiner SRedpnun^ 

b 1 

gen auf logO, ober logh, ober logb fWft, el&en fo oft muß 
bie SRed^nung fogleic| aufhören, unb, »a« in biefem iefonberen 
gaUe gilt, no(^ l^efonber« unterfu(|it werben. 

^ §.64. 
iBon ben ittte»blt4i«i(lt)ettttgett an0rmet)tfti 9)0ten|en.**) 

8etra(|»ten wir nun bie unenblid^ )>ie{beut{ge allgemeine 
^otenj ä* ober e* •'*'«'», von weld^er bie im §.62. ktrad^tete 

*) <&inb a, b, c aHe ^oftd«, fo finb bie^ ju gleid^er ^ett bte S^rmelit 
fitr bie rerUen SogarU^ftnen, toie fold^e bereit« im $.30. mitgeti^eilt fici^f finbcit. 
**) J)ie0 i|l bifjcnifie ^otcwa, tt>cl^c in ben ße^rbud^ern be^ SSfre. fd^led^t- 
torg bie allgemeine ^oten^ genannt {|l. 



§. 64. @«^«te« Äa^ttd. 127 

einbeut(ge aU^mtim fi>tmi i|^ einfacfifier Sßertl^ iß itnD 
wrfd^e aud^ unter bemSlatnen ber ,,attgemriiten^ot<Mij" fd^Ud[>t:* 
l^ttt »er^anbett tt^ertm muf. — „9led[>net man fte" au«, fftt 
a = p+q.i uttt) x=a+/S.i, fo etl^fiU man 

»0 n nad^ unb natfi 9luU mi jebe ^)pjtti»e, autip j[et)e negatitje 
flanje 3ä1^1 »orfteEt.*) 

Settaci^trt ntan nun bte unenfelid^ Strien SSBertl^e biefer aU^ 
gemeinen fJotenj a*, jur Siedeten in , fo finbet man Mi : 

1; ®ie ftnb alle einanber gleid^, fo oft x ^ofiü)> ober ne^ 
gati» ganj ifl; unb biefer einjige SBBert^ fftttt bonn genau mit 
ber im §.24. unb §.25. beftnirten 2)iffereni^$otenj jufammen. 

2) 2)iefe unenblid^ fielen aBert|ie rebuciren ftii^ auf v ^on 

einanber »»irflid^ verfd^iebene SÖert^e, fo oft x=— unb ^i>p 

^ ti*^ ober negativ gel)ro^en , aber in feinen flein^rn Qa^m mi^ 
gebrfidPt ifi; unb bann fallen biefe v SBert^e genau mit ben 

V S5Jert|)en t)on Vi^") jtifammen (na^) §. 5?.)- 

3) gnblid^ ifl bie Slnjal^l ber » er fd[ii ebenen SBert|)e »Ott 
a* »irflid^ unenblic^ groß, fo oft x jioar reell ater irrational, 
ober tt>enn x entfd[)ieben imaginär gebadfyt toirb. 

4) 3ft alfo in a\ b.^. in (p+qM)""*-^-\ ber Exponent 
X ^ofxii)> ober negativ ganj ober 5Wull, fo ifi ber einfad^fle SBert|> 
ber allgemeinen ?>otenj »on ber unenblid[) ^jielbeuttgen aUgemei^^ 
nen ^i>Uni, b. 1^. »on ber allgemeinen ^^otenj fd|)led^tf)in, gar 
nidjit »erfd^ieben, unb jbeibe fallen genau mit ber S)iffereni ^^ 3)o^ 
tenj be« §. 24. jufammen. 

5) 3fl al>er ber ßr^jonent x ^)oftti^ ober negatit> gebrodpen 

unb =2=s -^ , »0 — in feinen Heinfien 3<^^ten au^gebrüdft ge^* 



*) 9laü^ bem in hn ^nmtxf. ^u §. 62. ©efagtett tt^tUtt ^intHä^m^, Hf 
ou(^ ^\(x ber Sau att^affd^lolfen ifl, too ber Dtpotib asO ioirb. 



<« 



118 et^Uti Ä(it>itel §. 59—60. 

I»fil \/r j)Ofiti», LKl/r) recU ift ttnb für reelle fioödrill^mett ^ie ©le^tmg 
I.(^r) = — Bereit* ald eine rtdjitiöe erfannt ijl (§.30.). — ^uf ber 

anbem @eüe ifl baßegett, ebett »eil mattp+q-i5=sr*(Ä;^+i.iS'^)BBr.e'''* 

LasL(p+q*i)«s:Lr-.f (p»i, 

<afo 

' m "^ in ' 

aSetgletd^t .ntatt nun beibe {Refultate in a) m'o b) jut 
SRed^tm, fo finbet man, bo^ 

3). I,(C>.) = £J 

nur bönn eine ridj^tige ®Iei(|>ttnfl ifl, wenn man jiatt l/a titn^ 
faU« ij^ren einfadj^fien SBett^ feßt, b.|). bcnjenigcn ffiert^, in 
bejfen imaginären 5;^eil bie Ml ^ tttt^t erfc^eint (^gf. §. 57^). 
— 3fi alfo a teeU unb ^>ojttiv, fo gilt bie ©leid^ung 9lr.3., 

fo oft unter W^a ber ^)oftti»e SBBertl; biefer Surjel »erjianben 
n^frb, unb bann fällt fte tt^teber mit ber be^ §. 30. iufammen. 

§. 60. 

9Qa9 enbltd^ bie unenblid^ ^ielbeutigen natürlii^en 
?ogarit|)men l&etrifft, fo muß v^(^n mit i^ntn eben fo »orjtti^tifl 
red^nen, wie fold^e« bereite in ben §§. 37. unb 41. für bie mel^r^ 
beutigen SBurjeln angegeben ftd^ jtnbet. 
"^ii gformeln 

1) log(ah):;;zlog;3L+logh;*) 



*) Dattadjf i^ %(a*)aB%a-f./ö^a5 — baöegen bnrf mmt jlatt 
/o^a-|-%a tti^t 2%a fd^reiben (»rgl. §.37. unb §.41.), totil 2log^ 
toeniger SBertf^e Ij^at, ale loga^ioga, namlid^ aUe bieienigen.SBrrtlj^e ber 
le^tern (Summe (log a^ log a) ntd^t l^at, in benett bte (Summanben ald 
S»erf#tebene SDeiitie t>orjleQmb gebadet t»erbftt. — 9lamnilNd^ (tBbd man bei 
atä^erer Unterfud^ung, ba§ %(a') alle SBertl^e mh 2/og-a unb oudl^ aEe 
SEBert^e »ön 2/<>^(— a) in fic^i fd^Ue^t. ©enn ta^n ©ernöuUi au^ 
log (a^)^ 2 log A «nb %(— a)»=2%(-a) ßefolgert ^at, bag 



• 

• • • 



§. 60—61. <St^m SiapiM. 119 

2) . ^g (y) = logi — logh] 

3) log(v>a) = l2äl 

^Un xt^t^ unb Itnfö flleid^ ^iel unb genau biefelben SBert|e, 



m 



mm nur V/'a al« mbeuttg anö^fe|)cn »trb; — biefe ©Irfd^un^:^ 
g^n fJnb alfo (nad^ §. 3.) unkbingt ri(|^% b. |[>. iit betben Slu«:== 
brüdfe linf« unb red^t^ in jieber berfelben fönnm unl^btngt für 
«nanber gefegt n^erbm. 

2)agegen lann im Slttgemeinm ^cn Zog-(a«)=.x.Zog-a nocf^ 
gar ttid^t bie Siebe fepn, tt>e(t a» im Slttgemeinen nod^ fein? 
Sebeutung |>at; unb für ben befonberen gall, too a aHge;^ 
mein, bagegen x eine ^jtttoe ober negative ganje 3# ip; M 
/og-(a») aHemal »iet mel^r (dbxmal foviel) ©ertl^e <di x-Zog-a, 
tt)ie bie nadfiflel^enbe Unterfud^ung leiert. 

3f} nMid^ a=p+q«i unb (aben r mtb <y> bie früfieYe 93ebetttung, 
fo ba$ (f imtx'fyalh ber 4 erjlen Duabranten liegt, fo l^iat tnan 

n)C n 9lul{ uttb jebe ))Dftti!oe unb negative gnn^e Bal^I »orfleUt. dagegen t{i 
ß) jc*log a=sx*/og'(p+q*i)ssx*( L r+(2D7iH~<y>)i)=x*^ r+x^«i+2ux7r.i. 
S3erdleid^t mm «) itnb /») ^ur 9le(|teit; fo ^nbet matt, ba^ in <«) dbxmal 
fo viele Bertl^e ßnb al^ tn ß). ^aburdii ift ^u Qleid^ei: 3eit t>U SBe]S)aut>t9n9 
in bej Sfiote (t»0 x=a2 i^) fleredS^tfettiöt. 

§. 61. 

2)a äffe im §. 49. gefud^ten unb gefunbenen unenblid^^tt 
fUti^m fx, tt)eld^e bie (Jigenfd^aft ^aUn, ba^ fx-fy = fjs+y ifl, 
burd^ e?* au^gebrüdft »erben fönnen, fo mn^ bie allgemeine 
^otenj a% nad^ ber ujir flrekn, in e*» entl^alten fe^n. 3)ft 
aier a* für x=l in a übergefit, unb e« für x=l Moß e« 
n>trb; fo tt^irb man e*^=:a; alfo entweber CÄ/og-a ober c=La 



loga = %(— a) fct), fo fie^it man Jiet ben babei ö^mcidSitett ge^^ler offen 
vorliegen , nnb jto« tjl biefer gelj^ler berfelbe, tote toenn man an« 

l/'(a*)=s-f-a nnb \/(a*)Ä— a folgern tooUte, ba§ aud^ -|-a=— a fe^ 



130 (St^iti ^a)>itel. §. 64. 

D) UmfleW^rt: feftt man tm M^mtimn fiatt a»+* ba« 
5>robuft a*.a*, ober jiatt a*-* bm Ouottenten a*:a«, ober 
fkatt a»« tiefe anbete ?)oteni (a*)*, fo l^at man entweber genau 
biefeften SBettl^e gefeftt, bte ntan l^atte, ober \>o^ Slu^brüdfe, 
»eldfie j»ar x^itl mtfyc (oft unenblid^ niel^r) S5Sertf)e enH^alten, 
aW bte Sludbrildfe \)orfleCtett; jlatt beten fie flefefct wotben ftnb, 
~ unter benen fi^ al>er bo^ bie festeren befinben; ntan verliert 
alfo bann »eniajien« feinen bet SBettfie, bie ntan ^atu. 

S)a bied aUtS fo l^i^d^fi wi^ii^ ifi, mil, mm man btefe 
Sßal^tl^eiten vetnad^I&fftgt, ein allgemeine^ Sled^nen mit fo^ 
tenjen (ober tin äied^nen mit allgemeinen ^otenjen fd^led^tf^in, 
wa« oft jt4> gar ni^t »ermeiben ISft) mit ©id^erl^eit br« 
ßrfolgeg gar nid^t mel^r fiattfinben fann, fo wollen wir 
^ier nod^ einige ©eifpiele ^injufttgen. 

erjieg 93eif^)iel. ©d^reibt man j. 55. 

a*.a*=a*-*"*=a*, 

fo l^at a^ brei, a* aber fed^« Söert|)e^ bal^er l^at iai ^ro^ 

buTt a^-a** aci^tiel[)n SBertl^e, ^on wel^^en ff(|> jebod^ j[e brei ein^ 
anber gleid^ pnben, fo ba^ fed^« »irflid^ von einanber »er^ 
fd^iebene (b. b. einanber nid^t gleid[>e) 3Bert|)e übrig bleiben. 

3)er Slu^brudP jur SRed^ten a* ^at bagegen nur jwet ijerfd^te^ 
bene SBBertl^e, beren ainjal;! mä)t griS^er wirb, wenn man aud^ 

flatt a^ etwa a* ober a*' fd^retben wollte. — Die obige ®lei^ 
d^ung iji alfo im ©inne be« §. 3. nid^t rid^tig. — ©d^reibt man 
aber (na(|) 3lx. 1.) 

a*.a^=a*.e'^*"'*'«"^''*' 

a^-a'^ssra • [/^(4m + 5n)Tr:3 + i*'S'(4m + Sn)ir:3X 

ober, mnn man ba« Slrgument (ben 93ogen) um 2(in+n);i; 
s>erminbert, unb — m flatt m fc^reibt, ba m, n eben fo gut po^ 
fttio n>it nt^ati"^ ganj ftnb, 

a 9 3 

A • a^=a' • [^(2111— n)»:3 + i»Ä(iB>— ji)ir:3j/ 



^ 



§: 64 <Bt^$iti Stapiiti 131 

ober, weil 2m— n 9lult mt jtit ganje ))Qftttve ober negative 
3a^J Ai in fi(^ fd^Ue^, 

«SS 

' fo ^at ber Slu^brudf jur SRed^tcn au(ä^ nur fed^« Sertl^e unb ge^^ 
nau Mefriktt »ie ber jut ?tnfen; unb We Olfid^ung tfl jieftt 
Hne ))oIl!ommfn nd^tige. 

Sin (uibercg ©etfptcl. Sci^mW man 

a'» a' = a'"*"^ = a'=a, 

* fo f)at ntan UnH jwei Sertl^ unb red^W nur einen dnjtgen 
ba^on. I){e ©Icidj^ung' ijl im Sinne be« §,. 3. nidj^t rid^tig. — 
®^xtiH man at^er (nadj^ 9lr. 1.) 

a*.a*=a-e^""*-"^"^=a.c'*'''=:a.(Ä;.+i.5^.)=a.Ä;. 

=a(±l)=d=a, 

fo ^at man reci^fg genau bicfelben j»ei ©ertl^e »ie Knf«, unb 
bie ®{eid^ung ijl nun eine i)oKfommene. 

t>xUUi Sdti^pitt 3uweilen ftnb iufiiaig re§W tbm 
fo viele Sertl^e al8 linfS; fd^reibt man j. 95. 

s a 5 _i_a 19 

a^.a^=a'"^^=a", 

fo ^t man linfg 54 SBertl;e, von benen aber je bret einanbev 
gleid^ ftnb, fo baß ffe ftd^ auf 18 toixtli^ verfd^iebene SBettl^c 
jurfldPjiel^en, »eld^e redete ebenfalls alle 18 »orgepettt ftnb. 3tt 
biefem 93eifi)iele l^at man alfo, o|)ne bie vertefferte gormel SRt. I. 
-- onjuttJenben, jufättig bereit« eine »oHfommen rid^tige ©leid^ung. 
!— ©df^reibt man aber na^ 5Rr. 1. 

a^.a'rsa^^.e^^'""*"*"^'"' 

=:a •[lir2(i5m4-4ii)»r:i8 + i»iy2a5m-|-4iiX18l 

fo m man, ia ber jweite gaftor jur Siedeten offenbar immer 

18 

nur ein SBertf) »on Vi ijl, red^tö bod^ nid^^t mel^r aU biefelben 
18 SSJertl^e. 

asierteö 93eifpiel. — J)iefe« Se^tere tritt aud^ in bem 
gälte m; m bie ©leid^ung 



».3 19 



132 (Bt^iiti ^a^M.. §.64. 

genommen n>trb, tn fo fern ))on ben 24 SQertl^en, tt^elii^e hai 
5)rot>uft iür önfen l^at, je ^mi einander gleid^ werten, 
günfte« 33eifi)iel. Stimmt man 

a^ • a^=:a^ ^ = a* r= a, 

fo "^at man linU neun SBertj^e, »eld^e fid^ auf btet i>erfd^tebene 
jurüdffü^ren laffen, wSl^rent) ted^t^ nur ein einjtger SBert|) tfl. 
35ie ®Iei4>ung ifl alfo tn Vtm ©tnne be« §. 3. nid^t rid^tfg. — 
©(fireibt man aber (nad^ SRr. 1.) 

a^.a^==a.e*^"-^'">'^''=a.[ir2(«^n).:3+i-i'2(«-n).:3X 

in fofem ba« Argument (ber IBogen) um 2n7t »erminbert »er^ 
ben fonnte, ba bie SSBertl^e ber fftti^tn K unb S baburd^ uu:^ 
^erftnbert bleiben, fo |>at ber Slu^brudf xtö^ii ebenfalls 3 SBertl^e 
unb genöu biefelben, bie auc|> ba« 55robuft jur 8infen fiat. 

^tö^iXti äBeifpiet. Um nun nod^ ein SBeifpiel ju ge^ 
-ben, toel^e« auf bie gormel SRr. 5. ftd^ bejief^t, nelj^men »ir 

a'>=a* '=a'. 

■ 

4 

SBeil (a^)* »Cffig gretc^brtetttenb tjl mit l/(a*)' alfo mit 
l/(a*), fo Itat btr Sltt«tru(f jur ?tnfm 4 SBwt^f, ttätnlt(^ 

+l/a, — l^a, +V/a.\/^ tttlt) — Ka«\/^. t)frSltt«== 

brudf a^ jur SRed^ten bagegen j^at nur itt)ei biefer 4 SBertj^e, 

unb fann alfo nid^t unbebingt flatt (a^)^ gefegt werben. S5iefe 
©leid^ung ifi bal^er im ©inne be« §. 3. nid^t rid^tig. — 9iimmt 
man aber bie gormel SRr. 5., fo tx\a\t man 

(a¥ = a4.e*"'^-^=a4.(jr^„^+i.^^.„„); 

unb tn biefem SRefultat jur SRed^ten \ai ber jjoeite gaftor, für 
11=0, \, 2, 3, jc. K. bie 4 aöertfje 1, — i, —1 unb +i, 

nnb muln>lic{rt man fold^e mit ben 2 2Bert|^en von a* b. ^. 
mit +l^a unb — l^a, fo er^lt man 8 SBert^e, bie ftd^ auf 
4 »on etnanber wirflid; »erfd[>iebene ®ert^e jurüdfjiel^en, unb 
leftfere ftnb nun genau bie 4 SBertf)e, welche aud^ ber ^u^brudt 
jur ?infen j^at. 



J 



§. 64 — 65, (StifyiUi Siapittl i 33 

9Dt(tn fielet alfo, toit im ^(Ugemeineit bte ©letcffung 
(a*)* =a" ttid^t angewrnbet t&txim batf, fcnbem bif ©lefc^ 
d^ung 9lr. 5. an t|ire Steife 'treten muß. 

§. 65. 

6« lajfen ft^i albet aud[> ncd^ leidet folgenbe fpecieüe (Sfiftc 
m^mi^tttf n&mli^: 

@tnb — unb — jwei in t^ren neinjlen Qo^^Un au^ge^ 

brücfte 33rtld^e^ «nb nimmt man 

1) a" .a'ssa" 'ssa "' 



n - _ f n V ^ nv 



2) a":a*'=a" "^rrra 

fo ^at in jeber biefer bejben ©leid^ungen ber $lttgbrurf jur ün^^ 
Un allemal btefelben unb nici^t mel^r al« bie nv SStxt^t, bte ber 
SlttSbrudP jur SRed^ten l^at, fo oft n unb v relattee ^rimjal^len 
finb b. ^. feinen gemetnfd^aftlid^en J^l^eiler mtfyx ^(Am; unb bie 
©leid^ungen bebfirfen bann ber in ben JJormeln §. 64. S?r.9lr. 1. 
unb 2. au8gef^)roc|^enen SSerbefferung nid^t. — $aben bagegen 
n unb V tintn gemeinfd^aftlid^^en S:i^etler t, fo ^at ber Slu^brudf 



nv 



xt(^tö nur — »erfd[>febene SBertl^e, unb ti müf[en bann flatt 

* 

ber »orfle|)enben SWr. Sir. 1. unb 2. bte gormein S'Jr. 9lr. 1. unb 
2. be^ §. 64. »ieber eintreten, »enn man aUaemeinflilltige uub 
^oHjtanbiae ©leid^ungen*) fjaben toiü. 
^eggleid[>en ijl aber aud[) bie ©leid[iung 

aV'^ = a"*''=a"'' 

eine t)ollfommen rtd^itige unb bebarf ber in §. 64. Sir. 5. ani:^ 



*) ^an tvtrb fic^ l^ier unferrd Segriffee ber ^(S^Irtc^fund^^ erinnern müf" 
fett, na(i^ tüeldSfem i\oti^^xmtn,(%ni^hxüdt) einanber gleich ftnb, mm man 
Ibeibe unbebingt fitr einanber fe^en fann, mit bem ^etou^tfet^n, man fönne 
babur(^, ba$ man bied t^ut, mit ben (S^efe^en ber iOperationen anf feine 
Steife in Siberf^ruti^ geratf^en. 



134 @ei^ttd ^<i|>tiYL §. 65—67. 

in benett — uttb — m ben fleinflett 3^1)1^« auögebrfidft ftnb, 

unb ju gletd^er 3^it m unb v, beSgleid^en n unb ^ feinen ge^ 
nteinfd^afäi(|ien a;i^e{ler mel^r f^aben. 

§. 66. 

S^ott ben alldeibeinflen £0gartt|imen. 

I)er allflemeinpe Sogatttl^me Zog^b ober b?a Jettt 
alle Slu^brücfe x »or, für »eld^e bie unenblid[i »ielbeuttge a^t^ 
meine ^otenj a» b.l^. c*-^^5'a = b »irb. 

SE)a|)er ifl 

Zog:b ober b?a=s /^^ 

Ober b ? a = -^r — , o.^- / 

X/a + z^^TTi 

»0 n nnb v »On einanber unabl^fingig 9iun unb alle })ofttiüen 
fo nJie alle negativen ganjen 3#^« vorfiellen; nnb e« l^at ba^ 
l^er ber attgemeinfie Cogaritbnte nnenblid^ 3Wal unenbttd^ viele 
Söertl^e, unter benen bie be« aUgemeineh ?ogaritf)nten beö .§. 63. 
mit begriffen ftnb. 

25a eg in biefer ©d^rift nur barauf anfoipmt, bie begriffe 
fejljttfletten unb in bem ©anjen ber ntatl^ematifd^en Sfnalpftg ben 
innern feflen 3ufamnten]^ang, biefe ttJijfenfd^aftlii^e ginl^eit na^:^ 
juttjeifen, fo wollen ttJir un^ l^ier auf bie n)eitere Unterfud^ung 
biefer allgemeinjien Cogaritl^men um fo n^eniger einlajfen, 
al^ biefelbe einerfeil;« leicfit unb anbrerfeit« nid^t fel^r ftud^tbrin^ 
genb ifl. 

§.67. 
©ud^en toix fci^ließlid^ no^ eine unenblid^e 3lei|e 

R = a+bx+cx* + dx'4-««»; 

bie nad^ ganjen 3>otenjen von .x fortlauft, unb »eld^e bem 
Jogii-h-^) in bem Sinne gleid^ ifi, baf c'^ = l+x werben 
foll, fo fann man biefe 5lufgabe mittelfl ber SWetJ^obe ber un* 



e*» 
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fcejiimwteit * Äoefftdenten birrttet unb wentger Mwft au^ffif^tc n, 
b. ^. man lann entartet btrrft 

b.J. 

(l+bx+ ^^•.)(l+ cx^+ ^ +••) 

fefcen, ober man lann bie SReil^en R« alle fu^en, »eld^e mit 
log(i+x) bie ©genfdpaft gemein l^aben, baß 

Kx+Bz£=Rx+z4-is '^bet 2Rx = R2x4-x> 

tji.*) — 3m erjlern gatte erl^Ält man e«=l, alfo asrrtog-l^ 
b. |i. ac=:2n7r.i, unb außetbem b^il, c = — ^, d = |, 

3m anbern gatte fcefommt man a=0, ber Äoefficient J> 
bleibt unbejlimmt, unb man finbet bie SReil^e 

b(x-ix'+ix»-J-x^ + ...), 

weld^e, bet in biefem galle ^tma^ttn gorberung ^mü^, bie dU 
genfd&aft eineg bet SBertf^e eine^ jeben Cogaritl^men l^at, nid^t 
bloß bed itatürltd^en. — gflr ben natfltlid^^en eoöarit|)men tt)irb 
ber SfWobul b ber din^tit gleid^, fo baß man (ttJeil, mnn 
log(i+x) einen ber SBertl^e »orjiellt, bann tog^(l-*-x)+2n7r.i 
alle unenblid^ vielbeuttgen SBertl^e t>ti log(i+x) au^btficft) 
auf biefem SBege genau bajfelbe SRefultat erj^dlt, tt>it auf bem 
erjlern unb bireftem SBege. 

SWan Wnnte aud^ nod^ fblgenbe Verleitung »erfud^en: man 
nimmt namlid^ ben binomifd^ien Ce^rfaft ju $)ilfe, ber im §. A2. 
für tinm ipofitiöen ganjen ©rponenten z etttttjidfelt jleH 
unb man "^at, wie im §.42. gejeigt ifl: 
\ /4 . \T 4 . . ^(z— 1) 2 . z(z— 1X2—2)' , . 

a) • . . (l+x)'s=: i+z.x+-^^*x^+ ^^2*3 — -*^ +*** 

=l+(x— |x*+jx'— ix*+...)z+(...)z'+—. 



*) (5« Ifl n«m«d^ 

%(l+x) + %(l+z) = %[(l+x)(l + 2)]e=%[l+(X+Z + Xz)l 

2%(l4.x)==%[(l-|.xn=:%[l4.(2x+x»)]. 
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Slttf ber anbern @rite l^at man aitx an^ (nad^ §. 49.) 
b)- (1 +x)'= 1 + llogdi + X)] . z+£^^l^>l! .z'+... 

aSergWd^t man nun biefe Slei|>m in a) unb b) jut Siedeten 
mit rfnanbpr,*) fo erj)äft man augenWtdfHd^ 

fo »ie üitx^avi^t ani ber gormd b) 

?Qg(l+x) = ^ "*"^^ "" fttr z=:0 flencmmen; 
gefunden »irb. 33« biefer lefttem ^erUttunfl barf man aber 

1) ba^ im §. 42. unter z eine ^anit ))oftttt)e 3a|^I gebadet 
«werben mu^te, fo baß bie j^teftge SBergfeid^ung nid^t notj^wenbig 
allgemetn gültige SRefultate ge»Ä^rt, mi^alb jcbe ber l>etben 



' *) jDtefe ^tt^Uiö^m^ i|l aber ni^t erlaubt, loeti nidfft beibe ©leid^un« 
ßctt fßr jcbf« unbefKmntt ßclflifctte z gelten. i)a^ 9lefultat (([) bet Ser- 
gleid^ung braud^t baber gar nid^t, ober bodff ntd^t aUgemetn gültig in fet^tt$ 
unb in ber Z^at tß bied {o$ benn in (^) liiat man Imfd unenbltd^ viele 
SBertl^e, red^td aber nur tint einzige unenblidj^e ^tii^t, tt^eld^e bie (SigenfdgfafI 
U^ SDgaritl^nten loon 1+x ^l 

|>atte man bagegen fd^on ben aQgemetn toalj^ren binomirdSfen £e(^rfa( 
Oeljfabt, loie foldj^er f^itv erfl im nädgfßfolgenben §. 68. allgemein l^ingeflellt 
itnb eriDtefen D>irb, fo n^urbe bie Steifte tn a) gur ffit^ttn nod^ ben gaftor 

1* b.(^. e^"^**' b. I). l-f.2o7ii.z— 2ii»7i».z»-f.... I^aben; unb toenit 
man nun bie ÜD7ttlti))ltfation ber beiben fRti^tn, bie beibe nad^ z fortfd^reiten 
(nämliclf ber liier vorfle^ienben unb ber in a) gur 9led^ten), auefilirt, fo er«- 

lialt man In ber neuen (nad^ z georbneten) 9tei(ie, für (1+x)', gum ^oef** 
Petenten wn z bie fRt\})t 

lEBenn man bal^er ie^t bie 9lefultate in a) unb h) gur S^led^ten mit einanber 
»erglrtd^t, fo erfiält man bie allgemein rid^tige ^leid^ung 

tiie für jlebed unbeßimmt gelaffene x gilt, tueld^e^ aU ein bloßer ^träger ber 
sDperattone^eid^ett angefe^en toirb, bie aber aud^f für UM reelle ober ima" 
• ^inäre x toa^t Utibt, für toeld^ed bie d>leil^e convergeni iß; unb für jebed 
onbere reelle ober imaginäre x (nid^t nntoai^v, fonbern) bloß im ^alFul nn* 
Sttläfßg' toirb. 
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atü>ttn »ortef(|iriebmen WltifyoUn (bte fftti^t für logii+x) in 
ftnbm) für ben Slitgenblidt »orju^kl^ett tjl;*) 

2) ia^ iit-mtnili^t füti^t )ur Siedeten in (C) nttt 
7o^(l4.x) nur iit (Stgenfd^aft gemein l^at, baf, im gfaUe 
wtttt fte burcfi R bejeid^net, We ?>otett$ e* of^ne (gnbe fort 
außer ben UiUn erflen ©Hebern 1+x, nur nod^ lauter Slutt^ 
©lieber gteW; 

3) baß bied berfefte gfaJf i% wmn man bte- Sleijie R burd^ 
^injupiflunfl tfyre« allerer jien ©liebet 2nn:»i »er^joUfMnbtgt, fo 
baß man < 

erpt. 

aittßerbem muß für jlebe flattbe8fog^(l+x) gefunbene nn^ 
enbltd^e Steige R ncd^ bewerft »erben: 

SBirb in ben befonbercn gfiUen, wo bem x iefonbere Sif? 
fem^SSBertl^e beigelegt ftnb, bie SReifie R bioergent, fo fyat fte 
leinen SBertj^ unb fte tjl im Äalful nidpt me|^r iuläfftg; wirb 
fte aUx convergent, fo l^at fte einen SGBertl^, ber bicfeltie ©gen^ 
f^aft l^at, wie log(i+x), itx alfo wirflid[> aUemal einer ber 
unmblid^vöielen SSBertl^e »on Jog(i+%) fe^n muß/ mnn ni^t 
inx^ ^injufftgung beg allererpen ©liebe« 2n7r.i biefer tint 
SBertl^ bereit« ju allen SBertl^en ergänjt toorben tft. 

SWag nun biefe logartt|ymif(|>e SReij^e im »efonberen bit)er^ 
gcnt ober cont>ergent fe^n, fo fann man io^, fo lange flatt x 
feinBiff^tn^^SSBertl^ gefegt wirb, fo lange fte alfo nt>^ aU^mm 
ijt, b. 1^. fo lange x in i^x aU tin bloßer Sträger ber Optxa:^ 
tionen angefel^en wirb, mit i^x eben fo ftd^er „recfinen", tt>it 
mit log(i+x) felbfi, obgleich ber lefetere für jeben reetten 
ober imaginären SBertl^ »on x felbft einen SQBertj^ |^at, bie Sleil^e 
aber nur bann, wenn fie conöergent ift. ©o wie aber tint ber 
entflanbenen fftti^tn für gegebene Biff^^tn^SBertl^e numerif(|i unb 

*) SDiffe (gntttJidfflttttg ^ai ubrtgeit«, toeiin fie aUgcitteitt gcttug gcful^rl 
toirb (alfo erjl ttod^ bcm §.68.), ben otogen ©orauß, bag brf tjir oUri» 
ba0 @)(fe$, nadgf toeldg^em bte ©lieber ber logarülj)mtfd^en S^et^ie bt'e tV$ Un« 
enblid^e fort geli^ett, nttt eittfd^iebener 9tot|!toenbidlett l^fr))ortrttt> 
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fctoergent n)trb, fo ifi fte, um ®ritetf6 aud t^r )tt entnel^mm, 
ntd^t m^l^r )u gebrauifien. 

Die übrigen Stetigen; n)el(|ie au8 Ux ffir fog-ClH-x) gefiitt^ 
betten abfleleitet werben, j. 35. 

IL /og^(l— x)=:2n7r.i — X— |x'— ix« — Jx* — .•. 

unb 

l-l-x 
m. Zog^Y^s=2n7r.i+2(x+|x»Hhix*-4-|x^Hh**0 

u.f.tt). f. gettJäl^ren burd^aud leine ©dfitt^ieriafeiten, fobalb ntatt 
nur ben ®eft(i^t«^)unft fefl^lt, 

a) ba^ man nid^t mit ©rö^en red^net; fcnbern 

b) baf aUe ^u^brfidfe blo^e angezeigte £)))erationen ftnb, 
unb ate JCrÄger gett>iffer gigenfd^aften angefe^en »erben mftifen; 

baf «Ifo i. ». ^ög'y^ bloß bie ©genfd^aft rei)r«fentirt, baf, 

1-4-x 

wenn c ntit i^m i^otenjirt wirb, bann t-^-^ ^^^^^^ fomntt. 

1 — X 

I)ie oben gefunbene SReif)e bat nun biefelbe ßigenfd^aft, b. |i. 
wenn e mit i^r ^jotenjirt wirb, fo baß man 

1 + x 

eri^ält, fo fommt ^_^ , 

b.b. Xl+xXl+x+x^ + x« + x* + ...), 

b.^. l+2x+2x'+2x3+2x*+2x'^4-2x« + .-. 

o|)ne (£nbe fort. 

c) 3fl bann bie SRei^e, wenn fie numerifd^ wirb, conver:^ 
gent, fo baß jie txntn ®ert^ b^t, fo \ai biefer aBertf> biefelbe 

1+x 

©genf(|iaft, b. b- ^r ifl bann einer ber Söert|)e be« fog . J_^ . 

3jl aber biefelbe SReibe für einen anbern SSBertl^ »on x bi^er^ 
gent, fo ijt jie nid^t mel^r geeignet, einen i5er SBert^e »on 
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logj~ iu liefern; benn fte tjl fil^erlpau^t i>ann im MM 

ni^t mt^t iul&fftg. 

SWfttt bettllftt bie »etilen für bte Cogaritfiittett, um butd^ jie 
einige Logarithmen reeller Qa^lvx )u bered^nen; unb man 
ma^t fte ju biefem ^e|ittfe fd^neUer con^ergent, inbem man j. 93. 
um La, n)o a !))Dftti^ gebaut iß, gu hrecfinen, fo i^erfif^rt; 
man fagt n&mlid^: 

(nad^ fflx. I.) 

= mX(v^a--l)^i(l>a-l)Vi(l^a--iy-....X 

»fi|)renb man m belieWg groß nimmt, bamit V^—i fel^r flein 
»erbe. — Slöein e8 Wnnten, »enn man njollte, biefe fSiti^tn 
aud^ jur bireften SBered^nung beg Sogaritl^men irgenb einer 
imaginären Saf^l Benu^t »erben. Um bie« l^ier nur burd^ 
txn 93eifl)iel ju erWutern, fe9 7og-(P+Q«i) ju bered^nen, wo 
P ünb Q Beliebig reell b.^|). ^)ojtt{» ober negativ, ganj ober ge^ 
l)rodpen ftnb. ©eftt man nun in bie gormel C- (P— 1)+Q*i 
fiatt x; bered^net man r unb q> ani ben ©leid^ungcn 

r = +V/(P-l)'+Q^ ttnbir^=?^, Ä^=^; fobaf 

xzsr.CJf^+i.Ä^), alfo x" = r°*(jr„^+i-Ä„^) Wirb; — 
fo erl^ält man (au« 9lr. I.) 

unb banad^ W^t fid^i einer ber Sffiertl^e »on /o5^(P+Q*i) au8^ 
red^inen fo oft r<l ifl, wftl^renb man bann wegen be« aHer:^ 
erjlen ©liebe« log\ ober 2n7r.i, ju gleid^cr 3<^it aud^ alle 
SBert|ie »on fo^(P+Q*i) |^at, — "SSlan Wnhfe nun audf» M 
biefer tefttern Slufgabe »ieber 2Hittel angeben, biefe gleiten 
fd^neller con^ergent ju mad^en, tixoa baburd^, baß man ju^or 
bie SRid^nung'^ fo einrid^tet, ba^ r beliebig flein wirb.*) 

") Da man Iberrit^ SCafeln bned^nrt H^/ i» ^^nrn bie Sooarttl^men fcei 
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S)tefe Slnbeutungen mi^m jebodf^ l^iet |^tnret4ien. 3)et ge^ 
Jtrigte Sefer »trb Wd^t erlennen, baß man eine gtofe SHenge 
))on Unterfud^ungen |)ter etnfd^altm fartn, bte tbtn fo tnteteffant 
ftnb, al^ fte auf bte ganje |)ter t^ertretene Slnftd^t nod^ immer 
me|)r $td^t n>erfen, auf iDeld^e i9tr aber j^ier bod^ rnd^t einge|ien 
lennett, oj^ue tt)ettUuftg )u n^erben unb baburd^ unfern gegen^ 
»firttgen 3tt)edf ju flJren. 

§.68. 

g« entfielet nun bie grafte, ob aud^ ber blnomifdpe Se|itfaft 
nod^ für bte unenbHd^ »telbeuttgen allgemeinen 3>otenjen gilt? — 
Unb ba ftnbet man, baß er für btefe aUgemetnjien ?)otenjen 
immer »al^r ijl (b. |>. für biejenigen ?)otenjen, »eld^e ber SJfr. 
in feinen Sel^tbad^ern unter bem ^amm ber „aügemeinen" fd^Ied^t^ 
|)in bejubelt), fobalb man i^m nur bte gform giebt*) 

fo baß er red^^W mittelfl be« gaftor« 1* b. 1^. e«-'^«'* b. |). e'^*^-« 
gerabe fo »iele ^erfd^iebene gormen barjlettt, aU bieg mit 
(1+x)' jur Cinfen ber ^aU ifl; unb jttjar gilt biefe ©leid^ung 
fo lange x noc|> ganj allgemein i% unbebingt, baj^er an^ 
w^, wenn bie Sleil^e für Befonbere SBertj^e »on t con^ergent 
tt^erben fönte, »äfjrenb biefelbe SRei^e jiebod^ ganj unbraud^bar 
tt)irb (Wie jebe SReifie), mm fte ntc^t mej^r allgemein, fonbern 
bereit« numerifd^ unb babei iu gleidper 3«t bwergent geworben 
fe^n [ollte. 

Um bie« iu bewetfen fangen wir bamit an, baß wir bte 
unenblid[}e SRet^e 



jjo(itt»en 3a^Un etttnommen tocrbett löiittett, fo t|l für bcn etttjaigctt prahif^tn 
»ebarf bo« SBerfafirm bfd §.58., um %(P-f-9«i) ju pnbfit, bem Ifficftgf« 
^exmitl^tn. fBit tooUtett nur barnuf aufmerffam 'mad^ru , baß biefrr SBeg 
betreten n)erben fönnte. 

♦) g« be^etd^net z"'** tin ^Jroburt wn n gaftorftt, too ber erfe z, 
jeber folgenbe aber an^ bem SBorlferöeJ^enbcn burd^ ?tbbiHcn »on d tnip^i^i 
alfo ba^ ^robuft z(z+d)(z4.2d) 



• • •. 
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2?I— 1 2^'^* 2*'""* * 

i; i-f-z^x+ 2! ^ 3! * ^ 4! "" ^ ' 

»eld^e ffir jebe« x unb für jebe« z gebaci^t tfi, mi unbeföm^ 
wert barunt, 0I& fte ber foun^ (1+x)* glefd^ tfl ober itid^t, 
bttrd^ f. Ititii^nm, jte bann nac^ bem im §. 42. l>efd^rf ebenen 
aSerfal^ren in eine nad^ ganjen 55otenjen ^on z förtlaufenbe 
SRet^e wwanbelt mi benfen, tt^eldpe burd^ 

2) 1+X,.z+Xa*z»+X3*z5+X4*z* + .- 

^orgejteHt wnb burd^ Rz bejetd^net fep wag, fo baf man 

3) . fz = Rz 

|>at. 9lun Beweip ntön burd^ Wo^e 2Wufti})lifat{on ber 'iftn^tn 
<tt)ie guler fd^on getj^an l^at), baß 

4) fE-fy = ifz + y 

tfl, unb folgert barauö (ntitteljl ber ©leid^ung 9lr. 3.) ba^ aud^ 

5) Rz»Ry = Rz+y 

fepn ntüffe. Slu^ biefer lefctern ©letd^ung folgt aber, »te im 
§.49. fd^on gejeigt ifi, baß 

X2 -mr 9 Y ^ 

ip, b. |). baß Xa, X3, X4, jc. unenblid^e, nad^ ganzen ^f>^ 
tenjen von x förtlaufenbe 5Reif)en jinb, n^eldpe man er^filt, wenn 



«) ^an ntttltit>ltctrt nämli^ bte beibett SRetlSren R^ unb Ry mit eittanber, 
itnb tx^U aU 9?efttUat bie dlnljfe, brren aU^mtbxt^ mtb 

X^-Xn.z-.y" 
i|l. ^ttnci^ nimmt man Rz+y ^- ^* ^t( 9tet|»e, beren aUdemettied (Dltrb 
Xp.(z-f-y)P ip, cnttoicfelt für bie »erfd^febenen SBert^^e »ort p, Ut ^ottni 
(z+y)P, fo ta§ mM aU aUgemetitee ©Heb ber Stetbt 

Y (m+n)! „m+n 

"■+" mini 

erl^äU; unb bie burdjf bie O^leid^und 9}r. 5. bebingte SSerdleid^ung giebt bann 

mini ^m + n-^m ^n f 

ober für na=l 

für jebe ganje 3alj^I m. 
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matt We unter X. t)orgefleate unenbltclif (m^ x fortfoufenbO 
311«^ bfifiSlic^ iur 2^^, 3'««^ 4«" j^. je. 5)otenj etl^eH unb U^ 
mii^ Wx^ 2!, 3!, 4!, jc. k. bmWrt. 2)ie Äci^e X» finbet 
fic|> aber ani bct ©Wd^^ung f,=R«, »enn man bie ©n^ett 
ouf Briben ©riten fufetral^irt, bann burci^ z'btoibirt, unb jnfeftt 
auf l>ribm ©ettcn SWutt patt z fejt. S)trö gicbt 

7) X,=x-^x«+|x«--ix*+|x*~K.K. 

b. 1^- nad^ §. 67. 

8) X|=:L^(l+x) 

nnter Lg(i+%) tint ber gcrmm für ben natfirlidj^en ßoga^ 
ritf^mm »on 1+x »erfianben. 

2)ur(^ bie ©leid^ungen 9lr. SRr. 6. unb 7. ober S-finb ba^ 
l^er bie Äoefficienten ber Sleif^e 5Rr. 2. (ober R,), in ml^t ft<^ 
bie Steige SHr. 1. (ober t) umformen U^t, Ui Mi Unenblid^c 
fort gefunben, »ä^renb man nun burd^aud nod^ nic^t »etf, 
»eldf^em anbern Stu^brudf bie SRei^e 5«r. 1. (ober f.) gleid^ i% 

9Iun ift aber auf ber anbern ^tiu »ermöge ber I)epnition 
ber allgemeinen 3)otenj 

(1 +x)* == c**'**«'(* -♦■*> = e*'t'*«''+^5"(i+x)] 

«Ifo tji ott4> Wege» R, r= f, (?lr. 3.) ganj 0% mein 
(l+x)'=:l«.4; 

[721—1 .31—1 -| 

l + z.x+^.x« + ^.x^ + ...J, 

ml^ci ber binomifcf^e ?e]^rfa^ fllr bie unenMid^ »telbeuttge üU^ 
gemeine ^Jotenj ift, unb tt>o z unb x ganj witlffirltd^ gebadet, 
bloße SCräger ber Operation^ieid^en finb, alfo eben fo gut reett 
wie imaginär fepn fönnen. 

S)er ganje Sdtmii jeigt aber nid^t« weiter, aU baß ftd^ 
bie burdp (i+xY b. |^. burd^ ^z-iogrit+x) ^orgefiellfe unenblid^e 
Sleif^e in bie anbere unenblid^e JReif^e, meldte wir bie Sinomiat 
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mmtn umformen W^. 

Sollte man in (0) red^tö ben gaftor 1* weglaffett, alfo 
nur bie eine fz ber ^er[«|iebenfn gormen nel^men, fo würbe 
foliipe natörltcä^ aud^ nur mtn ber SSert^e üon (1+x)» aui^ 
brüdfen, ater man mil^te erfl in jebem gälte nod^ atnterfud^en, 
»eld^er ber SSSert^e t9 i% unb man b«rf bal^er ni^t fo gerabeju 
be]^au})ten, baß man bann ben bnrd^ e*^^(^-*"*> au^gebrfldftert 
einfac^jien SBertj^ von (i+x)* l^aBe. 

®tnb ater x nnb z reeU; unb ijl bie S3inomial^3lei^e f« ju 
8lei(ä[ier Seit contjergent, fo ifi e8 feinem S^oeifel unterworfen, 
baf ber SQBert|) btefer S3inomial^9lei{)e U allemal ber ein^ 
fadj^fte (nämli# ber reelle) SQBertl^ »on (1+x)^ ifi. 

^tnn wir l^ier nun ben hin^mi^tn 8e^rfa$ in feiner all^* 
flemeinjien ©eflaU |)fnaeftellt, unb ganj attgemetn ermiefen, aud^ 
ben SBewei« mit fold^er Sorgfalt 9effif)rt baben, baß er für jieben 
?efer »iJUige Ueierjeugung mit ftd^ führen mn^, ber nur fonfl 
bie l^ier vertretenen Slnjtd^ten anerfennt, flel^en wir natfirlid^ mit 
bem berfif»mten&aud^9 unb alten benen in SBiberfiprud^, weld^e 
ftd^ ben Mnomifd^en ?cl^rfaft b. |>. biefe Sntwidfelung von (l+x)* 
nur in bem gälte anjuwenben getrauen, wenn x nid^t mel^r aH^ 
^mtin fonbern bereite al^ tin reeller 3iff<^tnwertl^ gebadet i% 
unb fleitt genug, um bie S3inpmiat^SRei^e ju einer convergenten 
(numerifd^en) ju mad^en. 

§. 69. 

55er 8lu8brudf S^ (§. 50.) l^at für jieben reellen ober ima^ 
gtnSren SBertl^ von x von ber gorm p+q-i, allemal einen 
SBertf^ unb allemal nur einen einzigen, unb biefer ifi von ber^^ 
felben gorm p+q-i. — S)ajfelbe gilt von ber gunftion Ä^ 
(§. 50.). — ^an lann nun nod^ bie Ottotienten 

S. K^ ± ,,„. 1 . 

Ax i3x Ax iJx 

weld^e el&enfolfg gunftionen von x finb, bie für jieben reellen 
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ober tmagittÄrm SBml^ »on x allemal tintn mi nur einen 
5öert^ l&aten, burd^ bie etgentj^fiwltd^fen 3^i^^tt 

Tg^, Cotg^, Sec^ ttttb Co^^c^ 

Iiejeici^nen, nnb biefe 3ri#en tn ben SRed^nungen geBraud^en. 
Umgefel^rt: fefct man Ä = z, b. |y. (na(|i §. 51.) 

■ 1) — 21 = "' 

fo ftnbet man au« biefer Oletd^ung 



2) e"=2i±V/l— z\ 

alfo 

b. f>. xaoiXi finbet auS btefer ©leid^ung 9lr. 1. für x (ttjenn man 
fo fagen will) 2mal unenbß(i^ »tele SBertl^e, in fofern ber 8o^ 

gartt^manb z»\:±:\/ü^ jmei ®ertfye l^at, unb für jeben 
Sogaritl^manben tt)teberum unenbltd^ »tele SSBert|e be« natürlid^en 
Sogarit^men erifliren (§. 58.); unb ba aOe biefe SBertl^e x>t>xi x 
au« 9lrK3v ber ©letd^ung 5Wr. 1. wirflid^ genügen, tt){e bie©uB^ 
jHtution le^rt, fo brürft bie ©letd^ung S«r.3. alle ju iS'x = z 
gel^örtgen Slrgumente (Sogen) x au«, e« mag z b. |). ^x reell 
ober tmagtnfir gegeben fep. SBeil aber alleSBertl^e »on logh 
gefunben werben, tt)enn man alleSBert^e wnlogi ober2n7r.i 
gu einem einzigen beliebigen ber SÖertl^e »on logh, ber burd^ 
ig-b bejeid^net fep mag, abbirt, fo l^at man nod^ 

4) x==2n7r+4-.Lg^(z.i±Kri.'^), 

WO n SRuH unb jicbe ^>ojttive ober negative ganje ^a))l »orflettt, 

ttJäbrenb Lg- be«|)alb nod^ jwei SBertl^e l^at, weil ber Cogaritb^ 

^ manb felbfi nod^ jwei^^beutig ifi. — Seben fold^en SBertl^ »on 

X fann man ba« ju tintxa gegebenen S^ ober z gebß^ 

rige Slrgument nemten*) unb burdb -^z bejeid^nen, unb 

bann brüdft ftd^ bie ©leid^ung SWr. 4. itod^ fo ani : 



*) 3n ber («ad^ bw^jial^p^ ju entwidflnbe») ©eomelf tc teil* hteiefm, 
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= 2n7r+-r-»Lg-(zMdbV/l— z^). 

11 1 

SSejeid^nrt man nun burd^ -j^z, r^^z, -^-t^^, We un^ 

etttlt(|> "oUUn SBertl^c ^on x, für m^t Bejöglid^ K^ — z, 
ober Tg-^irsz, ober. Cotg^ = z i^, fo er|>ftlt «tan ganj auf 

biefelbe SBeife nod^ 

II. ^Zis-r-'/og^CzÜ^V^l— Z*) 

. = 2n;r + 4- • %<z dbi . \/U^); ^ 

1 1 , 1+ZM 

- '1 r 1 + Z-i . 

. 1 ^ z+i 



III. . 



ba^ fo oft S^ ober ^STj, reell uttb (abfolut) fleiner ald 1 \ft, bttntt bai» ^r« 

gument x aUetnal einen ^reUbogett au^brüclt, beffen dtahM ssi, unb 
bejfen, a\x^ bent ^tnel)>unlte beffelben genommene $lbf(iffe unb Dtbinate be- 
lix^liä^ bie SSBert||e S^ unb JiT^ l^aben. — %vl^ biefem ©tunbe ))|le0t man, 

bad ^an^e noc^ bem ^Ij^etle benennenb, audjf im Slllgemetnen btt(4 bnd äBori 
S3ogen ba^ |tt be}eid(^nen> toad fo eben burtlf ba4 SBort Argument au^' 
fiebrödt ijl. 

*) 2»att W (S- 50.) 

1) e»"=:i:,+i.Ä,5 

2) e'-'^' = jr,-i.5^; 

(lifo, t»enn mm bi))ibiri 



bal[>er aud^ 



10 
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« 

»0 üUxaU unter n 9lull unb jebe ^)oftti»e unb jAe negatitje 

flanje 3^^! tjerfianben »irb, »fij^renb Lg' einen einjigen belie^ 

U^tn fBtxt^ it9 natürltd^en Sogarit|)men au^brücft, unb z jebe«^ 

mal jieben belteWgen (reellen ober imaginären) ®ertf) »on ber 

gorm p+q-i öcrjleUt. 

111 1 

3)ie burd^ bte 3«^^^^« ^z, -g:z, y-z unb tj^j-z au«:^ 

gebriidften gunf Honen ))on z ftnb alfo nnfnblid^ \)te{beutige U^ 
garttj^mtfclie; »ft^renb bie burd^ bte 3ei4>en Ä,, K^, Tg^, 

Cotg^ »orgefleßten gunfttonen »on x aUental einbeuttge txpo^ 

nentiette gunfrtonen »on x |tnb, toeld^e efcen- be«l^alb nur efn^ 
beiötg jtnb, Jöetl fte nur bte (efnbeutige) natilrltd^e ^otenj 
in ftd^ aufhel^men.*) 



Daiiw* folsni aln alle gfonneln Sir. 9h.I.— IV. 

'*) ^M {inbrt ft>airr, tormt -^z nttr dmn (tnii^rnber ^ttt^t ^i^tUt, 
1 1 z» 1.3 z» 1.3.5 z' 

1 

«ber, tortin man -jz CBS ^ fr^t, fo ba$ 

.^. 1 z» 1.3 z» 1.3.5 z' 

(©)..• x«z+^.^+j^.3-4.j-j^.y+..., 

M X eilten ber lßert|ie bed §tt 5f^t&iz,delS)6rideit 9(rdttmettie x ^ctftfü. 

S0|t man biefelbe ®Iei((fung (0) nun aber m^ z auf, fo ba$ man z 
In X au^hxüät, fo l^ot fie mii^ z bie gorm einer Ij^i^lieren ®ltUi^m^ »om 
tmenblidSfen ®rabe unb ^e famt ba|ier fir z nnenblid^ »iele SBertf^e geben. 
SS^oUte man aber baraud folgern, bap be^l^alb ^^ für tin gegebene« x nn« 

enbl{(|^ i^iele SBertl^e ^alt, fo toürbe man benfelben geffler begel^en, gegen 
loelclfen in ber <£tnlettung (&. 10 getoami toorben ijl; b. (f. man tyürbe ein 
aKgemetned Urtt^eil allgemein nmfeliiren; toad gegen bie (^fc^e ber £ogif if(. 
5Die O^leid^ung (0) ifl nMid^ fo gefunben, baf man getoip ift, baß, fo 
*p nnter z bie SReifje ä; »er^anben i»irb, bie Oleic^nng felbjl tim ric^Hge 

(ibeniifdffe) loirb. IDaraue fann man aber nur folgern^ Unter aQen ^txü^m, 
bie, jlatt z gefegt, ber ©leidjfttng (0) genügen, mnf berjenige mit begriffen 
fej>n, n>el<i^er =^, ifJ. 
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9la^ §. 67. 9lr. III. Um man aUx im ?ogat{t|)men »on 

-:.^~. in eine tiad[! ganjen ^otenjen »on x fortlaufende Slelfie 

^ewanbeln, unt> babutd^ gebt bie »orjlel^enbe gormel 9lr. IIL 
üUx in . 
1 

SWan fann ftdp btefer gorntel bebienen um We S^^l^l ^ ju 
bered^nen, bie »ir oben (§. 53.) ali Me Weinjie pojöive 3ö|)l 
befinirt j^abeU; für »eld^e 

S^„z=zi unb isrj. = 

ifl. SWan bered^^net nÄmlid^ l^teraug unb a\xi ben Sormeln 
(§. 51. 9h:. 3tt. Vffl. unb IX.), nimli^ ava 

Äi„ = 1/ — ^— Änb K^, = ^ — ^— , 

tnbem ntan i^i paft v fe^ 

^ 5'i. = il/2; jrt.=il/2, alfoTg-^^zsl- 
bernuÄd^ au« 9lr. V. 

1 



y l=u?r+l-i+|-|+i 



• • • 



1 - 

tt)«f)renb etner btefer fBtxt^t »on jr- 1 bie 3a|)l ^tt tjl. 

SDa tttan aber von ;V^ fd[!on weiß (§. 53.), baß btefer 
SBertl^ jttJtfd^en 1 unb 2 Hegt, baß alfo :j7r jtt>1f(|>en | unb 1 
liegen mflffe, fo flberjeugt man ft^ fogletd^, baß n = genom^ 
mtn' mtbtn muß, u^enn man gerabe bod burdf^ \7t au^gebrfttfte 
Argument j^aben toiU, ia ber SQBert|) ber SRei^e 1— l+j— ac 
itoifd^en | unb 1 ju liegen f ommt. 

SBir fibergel^en bie SUittel, bie man nun anu^enben fann, 
um n burcfi nod^ fd^neHer con^ergirenbe fUtx^tn augjubrütfen 
(inbem man in SKr. V. Heinere ®crtf)e jiatt z feftt), ba fold^e 
bur(|iau« feine t|)eoretif(|>en ©(i^wierigfeiten gett)Ä|)ren. 

10^ 
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§. 70. 

111 1 
ffieil aber -^x, g-^f j^^f TTT"^ »iebetum unenbltc^ 

^iflbeuHge 2^0^^^ ftnb, fo tnu^ an^ mit i^ntn mit berfelbett 
©otflfalt ^ered^net mxtm, ml^t man iti Um ffit^mn mit 
tnef^rbeuttgen ober itnenbltd^ vtelbeuttgen ^otenjen, SBurjeln unb 
Sogaritl^men anwenben tnuf ; b. |). man barf }. 9. im SlDgr^ 
weinen nid^t 

11 1 

flatt p.-^x=*=q.^x feften (pdbq).-^x, 

»eil folii^e« nur bann ertaulbt ift wenn in beiben abbirten $ro^ 

' 1 
bttf ten jnr ?mf en ber gfaf tor -^ x Jebegntal ein unb berfelbe, alfö 

ein ßemeinfd^afHid^er tjl, b. ^. ^n -rrx jebedmal einen nnb 

b'enfeften feiner ®ert|)e Uiti^mt. , 

%it gormein, naif» benen gemJjjnlid^ mit biefen gunfti?nen 
gered^net »irb, nSmltd^ bie gormein 

*^ ^x + ^z===^CxV/r^+zV/r=l^; 

ffl. -^x + ^z = -l.[xz^\/(l-x»)(l-z^]; 
IV. Ix -±z=-li[xz+i/(l-xV(l-z^)]; 



V. 



VI. 



11 1 x+z 

X + Ä7--Z 



'Tg ^ Tg ''-Tg 1-xz ^ 

X L _ i x-g 

Tg^ Tg^ - Tg i+xz 



«. f. ». f. 

muffen aüe nod[> unlerfud^t n^erben, f>^ ffe aud|) ioirflid^e, im 
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©tnne U9 §. 3. rtd^tigc ©Wd^ungen ftnfc, ober oB fie no^i einer 
aSerkfferung bebürfen. 

Unter ftt(|t man nun bte« nfij^er, fo ftnbet ntan: 

I)ie gormein 9lr. 3lx. 1. unb 2. l^al^en, »jetl alle ÄomBina^ 

tionen ber SBurjetoertl^e V^l^x* unb V^l — z* genommen 
»erben muffen, ntel^r SBertl^e jur SRed^ten oli jur ?infen; unb 
»enn man ni^t alle ÄomMnationen biefer SBurjelmertfye nel^men 
»ollte, fo würbe ber Slu^brudf jur SRed^ten in 9lr. fflx. 1. unb 
2. t^tiU SBertl^e ntd^t l^al^en, »eldfie ber Sludbrut! jur Stufen 
entj^Ält, i^tiU aUx aud^ SBertl^e l^al^en, bte linU nid^t öor^ 
fommen. — ©irb nSmlid^ in Sir. 1. ba« Slrgument (ber Sogen) 
jur SRed^ten Wx^ ß bejetd[inet, fo |)at man 

S^=ix\/T^'z^+z\/ü^, unb alfo entweber 

Kß^+i-^nz+Vit—x^Xi—z^)) ober 

Ä3=— (— xz+V/(l — x*)(l— z^). Der Slttdbrudf iur SRedfi* 
ten in Sir. 1. enthält nun alffe Slrgumente (93ogen), »eld^ye bem 
einen SSBertl^e »on JST^, unb aud|> alle biejenigen, wel^e bem 
anbem SBert^e von Kn jufommen, »S|)renb bie Summe jur 
Siedeten nur alle biejenigert SBertj^e liefert, »eld^e bem erjiem 
®ert|)e t)on Kß enffpred[>en. — ®anj Slnaloge« gilt »on ber 
©leid^ung Sir. 2. — SBeibe ©leid^iungen Sir. Sir. 1. unb 2. ftnb 
ba^er im ©inne iti §.3. nicf^t rid^tige ©leid^iungen, unb bfirfett 
be^l^aft nur mit großer SBorpt^t angc»anbt werben. 

Die ©leid^ungen Sir. 9lr. III. — VI. bagegen »eifen ftd[i al« 
rid^tige ©leicfiungen au«, weld^e auf feiner ^ntt mt^x, aUx 
aud^ auf feiner Seite weniger SBert|)e l^aben aW auf ber anbern^ 
unb weldfie auf jeber <Stitt aud^> biefelben SBertj^e entl^alten, fo 
baß bie Definition be« §. 3. (nad^ weld^er beibe (Seiten einet 
®leid^ung unBebingt fftr einanber gefeftt werben fönnen) er^ 
füllt tjl. 

S3etrad^ten wir nod^i bie in ben Slnwenbungen Cfter t)or* 
fommenben Oleid^ungen: 
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3) ^,=:^Vl-x«; 

4) 4x * '^ 



s — T^v/r-x» ' 

5) ^x=:i-V/r:iI^; 



fi, 1 1 V/l-x 



S 



7) 



8) 



JJT Tg^ X > 

J i X 



_i 1 1 

Tg^-Kyü;:;^'^ 

man ftnt>rt ttun^ mm «ud^ bie «Rtd^HgWt ober UMrtd^ttg* 
fett tiefer ©leid^unflen tiä^er unterfudpt wtrt>, 
btt^ an We «Steife fcer ©letd^ung SWr. 3. treten muf 

vn. l(=t^x)=^i/i"r;^j 

flatt t>er 3?r. 4. tflöcgen ju ftel^en fowmt: 

t>(jß an bte ©teile t>er SRr. 5. tritt 

• IX. l(d=x) = -l-\/l~'?. 

»ä^renb bie 9?r. 6. erfe^t werben muß burd^ 

X. y(±x) = ^___5 

bö^ ferner flutt ber 3lx. 7. bie folgenbe: 
XI. ^(±x)=4-pJ^— 

unb flött ber Sir. 8. bie nadjiflel^enbe 



■X* 



XU- j^±x) = :^p~-^ 
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treten muf, mxc^ ntan lauter rtd^ige, bei jebem aVgemetneit 
9le(|inen atwenbbare, ber Deftnitton be$ §. 3. entf))red^entie 
©leicfiuttgen j^aben wtff. 

S)te ®leic|>ttngen 9lr. 9lr. 1. unb 2. enMicff, ati benen tt^it 
oben gefunden pabett, ba^ fte ni(|ft ri(|)tig ffnb, tt)ert)en eben:" 
faOd in ridfftige, ^^' \t\iivci aUgemeinen Sted^nen mit ber ^oU^ 
fommenfien ©i^^erfieit bed Srfolge^ antoenbbare ®Ie{(|iungen 
umgeformt, wenn x^m fte fo fd^reibt: 

Die l^ier l^ingeflettten ©leid^ungen 9lr. 5«r. L— XII. Wn^ 
nen alfo 'xccA bem 9ett)u^tfe9n ^x^ 9te($inen )>ert9nibet nierben^ 
baf ifire Slnn^enbung nie unb )u {einer 3eit, tt)ie ^%tmiXi aud^ 
bte SRedjmungen feffijl geführt »erben, jn SBiberft^rild^en ^|:^ 
ren fann.*) 

3n äffen biefen gormeln finb ober x unb z ganj dffgemettt 
unb eben fowol^l beliebig reeff ober beliebig imaginftr gebadet. 

§.71. 

3um @d^{u{fe macfien nyr nod^ folgenbe IBemerfungen: 

1) e« giebt gfuttftibnen »on x (mie j. ©, V/ax^+bx+c^ 
fo oft a negativ unb 4ac>b' ifi), »eld^e fflr jeben reellen 
®e«|> "ti^Xi X immer nur imagtnftre 3Öert|)e l^aben. 



*) jDte \\ti emaljitttett Uttterftti|imtgett madifett ftdji fel^t \%^^m, (vemt 

111 
tttdtt ßatt ber 3^<^^ y^ -^ mtb ^ ttadji $. 69. bie logorti^fmifdj^m 

gttnlHottni fe^t> tealj^renb be« ERed^nrne mit Sogatttl^mett aber xeoX Sorgfalt 
barauf ftrl^t, baf xm fold^e gormeln b» Sogarttl^ttteit %)m SRedjittfn »rmett" 
bct tocrben, todt^e ald allQrmdn gültig anrrfanttt tooirben fmb; %. S. ni^i 
bte ittirtdjfüse Sormel %(a*)3s2%a) fonbrm bte rid^ttge S^mel 
%(a*) = 2%(±a). 
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2) di ßfeW gunftionen \>t>n x, meldte für jefcen reetteit 
SBertl^ »on x immerfort tmaginfire SBert^e annefimen, aber 

batet, wie j. 53. p+V/— (x — a)^ für ben einjigen SBertl^ 
x=a, reeK tt>erben, ober »ie j. IB. 

p+V/--(x— a)* (x— b)^ nur für jwei SBertl^e \>on x,, nSm^ 
li^füx x = a wnb. au(|> für x = b reell tpcrbeti, ober, wie 

J. S3. p+V/-(x-a)nx-br(x~c)% für nur brei SBert^e 
a,^ b, c »on X, reeU »erben, u. f. to. f,\ 

3) ffflan Um {t(|i au^ SunfHonen t>mf m «on btr Sortn 



»bet 'fx + Vi'V/— (x— a)'(x— b)» 

■ 

u. f. tt). f. , bie ihnfaUi für aUe reellen Sertj^e »on x nur etn^ 
mal, ober nur jweimal, u. f. f. reell »erben. 

Unb fo fann man Itdp unenbltdl^ )){ele ber t)erfd^{ebenfiett 
gormen benfen, weldpe x entl^alten, begl^alib gunWonen t)on x 
genannt »erben, »eld^e entwidfelt ober vermidfelt gegefcen ftnb, 
»elifie in enblid^n gorm ober in Sorm »on unenbli(|^en Stti^tn, 
bie nad^ ^Jotenjen irgenb eineg allgemeinen IBuc^fiaben fort^ 
f(|)reiten, barge^ellt ftnb unb weld^e bie verfd[iiebenflen ©gen^ 
fc^afien au^fpred^en fönnen. 

4) SHle biefe gunftionen »on x fann man in fftti^tn »er^* 
»anbeln, bie nad^ ^otenjen i)on i, ober nac^ 5>otenjen "oon z 
fortlaufen, wo z irgenb eine be^immte gunftion »on x »or^^^ 
feilt; unb mit biefen »teilten, wie mit ben gunftionen felbfl, 
fann man aHemal unb unbebingt frd^er red[inen, fo lange nur 
X gani allgemein gebadet i|l (atö tin bloper Slräger ber .Cpera:=^ 
tionen), unb totnn man nur lauter gormein ^nm fftt(l^^ 
nen »erwenbet, »eld^e allgemein gflltig finb, ♦) b. |y.^ 



^) 9lamentltd^ barf man alfe, t&tm mit ^citnitn im ^Hlgemeitten 
rid^ttg ^txt^ntt toerben foU, bie ^cxmeln 



a» 



a«.az^a*+' unb ^ «a'^-' «nb (a')' = a« 

a* 
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welche ^Ux ttt biefer ©cfittft ^t^xüft unb al^ ridjjtis gefunben, 
titx i)erv«^nflftttbigt »orben ftnb. 

5) ^am psft matt ater aud^, ttjenn ixt Stnahjff« 
njetter fortgefe^t xoixi, auf Sluöbrüdfe, n^eld^e bejltmmte 
Sntegrale genannt »erbm, ober auf SluSbrütfe, tt^eld^e aud 
fold^en bejWmntten Sutegraten jufammengefe&t jthb,, unb tt)eld[)e 
^äuftg fo genannte bt^continutrltdpe gunittonen tarjiel^ 
len. 38on b'btt al6 unterfd^eibe ntan a) continuirlt^e itnb 
b) bigconttnuirftd^e gunfttonen, unb öerfiel^t unter erjleren 
bte »Ott ung hiS^tx betrad^teten Slu^brüdfe, b. |). bte gornten, 
ml^t burd^ angezeigte, MieBig (ober aud^ unenblid[i) oft 
»ieberl^olte, SIbbitton, ©ubtraftion, SWultt})Hfatton, 2)totfton, 
5>otenjtrung, SRabifation unb Cogarit^matton entpel^en, fobalb 
nur bie unenbltd^en 9leij>en W« in'i Unenbltd^e fort nadp einem 
bejiimmten ©efefc unb augerbem nai^ ^^otenjen eine^ allgemeij^ 
nen gortfd^reitung^ ^ 5Bud^jla6en fortlaufen. 

6) gör biefe continuirlid^en gunf tionen gilt alfoba« 
unbebingte allgemeine SRed^nen, wie fold^e« in ber gegentofir^ 
tigen ©d[>rift geleiert worben ift, bei »eld^er man ftd^ »eber um 
bie €on»ergenj ber allgemeinen unenblic^en fRti^m, nod^ über^* 
l^au^t um bie 35ebeutung ber einjelnen SBud^jtaben ju befüm^* 
mern ixau^t, tUn weil bag SRed^nen (nad[i §. 6.) nur mit aU^ 
gemeinen Slu^brüdfen, b. 1^. nur mit angezeigten Operationen, 
b. 1^. nur mit formen e« ju tl^un l^at. 

7) 3tt SBejug auf bie [ogenannten bi«continuirlid[iett 
gunftioneU; unb über|)au^)t in S3ejug auf $lu«brüdfe, bie in ber 
weitern 2lugf(l|)rung ber Slnal^ft« erjl nod^ erfd^einen, mu^ man 



nid^t antoenben; totil fte ntd^t aUgemein gültig {tnb; fonbern ed mü|fen an 
beren (Strllen'bie rid^ttgen (b.lji. bte iDetbefferten) gormein treten, toeld^e Ij^ter 
im §.64. öfgeben »orben. SBir lieben aber gerabe biefen gej^ler befonberd 
nod^ einmal l^er^or, toeil man ftc^ fo fel^r baran geti?ot)nt })at, im ^Cigemet-' 
nen mit ?5otenjen nad> benfelben gormeln gu red^nen, bie man für einbeutigc 
befonbere ^otengen aH toai)x gefunbm Ijiat. — ©onp aber jtnb ed, tpie t»ir 
gefe^jen l^aben, unter ben in ber Snd^jlabenred^enfttrtlt aufgenommenen gor- 
meln, bie biefer ^otengen nid^t aUein, toeld^e feine aUgemetne ©ültigfeit l^aben. 



154 ®e*«te« Äa|)M §. 71. 

mtüxU^ He Btit i^tti (Sx\^tintM aud^ erfl cibti^Mtn; iann 
übtt fyat ber ^nal^fl Me $fH(|t „eine tn(gli(|ifl Ibefriebigenbe 
2:|^eorte'' biefer ntntn Stf^etnungen j^in^ttfleaen. 3)a)tt |^at 
jebod^ ber Sfr. ein jn^eite^ $eft biefer @d^nfi, ^on einem 
fi^nlid^en Umfange, ibefKmmt. 

S)en l^ier nn9 nodfi vergönnten Staum ivoEen tt)ir aBet oa^u . 
benu^en, )tt feigen, toit nmt biefe bi^j^t entioidelte Sej^re bev 
formen, )ur Sergleid^ung ber ®r0fen angen^enbet t»tt^ 
ben lann. 



I 
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aSott bell ©röfett. 

§. 72; 

1) ©ottm ©rö^en mittelfl beg ÄaM« mit üMtiitt »er^ 
glid^en »«nrben, fo muffen jte al8 Ben annte Saluten au«fte^ 
brüdft feptt (ober gebadet werben), »eld^e jtd^ auf tim unb bfe- 
felBe Benennung Uiit^tn. 

2) 5«un giebt e8 ater ttnfänölu|> b. ^. in ber aBirfUd^feit; 
nur benannte ftanje 3<^W^f ^^^ U^^^ i>wrd^ 2Wultt})Hfat{on 
ober S)toijton ber unbenannten -3al[)len auf niebere ober ^i^ 
|)ere ©n|)etten (Senemtungen) gebrad[^t werben; b. |>. guf e 
auf 3«>ne, ober ioteber 3^\\t auf 5uf e. 

3) 55et bem lefttern ®ef(|>äft ber Dt^tfton entflel^en aber 
ntd^t tntmer ganje S^W^w unb Weg jetgt an, baf j. 58. 20 ©gr., 
ober 40 ®gr. ntd^t in Z^altm ftc^ auöbrödfen laffen. Um aber 
benannte 3#^ti im äCffgemeinen, b. 1^. wenn fte nod^ nid^t be^ 
jlimmt unb gegeben ft'nb, auf p^^ere gtnj^etten (burcf^ allgemeine 
Dioifion n|)rer unbenannten 3<iW^) bringen ju lönnen, ijl ti 
nicfit bloß erlaubt, fonbetn au4 notl^wenbig, gebrod^ene be^ 
nannte ^a^ltn ein^ufüj^ren, bergeflalt; ba^ .man unter ber ge^^^ 

hxc^tntn benannten 3a|)l -^ E iai afad^e Ui b«" t^tiU ber 

Benennung (©nl^eit) E öerjie|)t. SJtefe ©nffll&rung ber ge^ 
brod^enen benannten 3a|)l fiat jur 5^Ige, baß man niebere 
(Rnl^eitett (burd^ ®tt>ijton ifyrer unbenannten 3al^0 auf |6j)ere 
^erwanbeln fann, ol^ne ba^ man ftd^ barum ju befftmmem 



156 5ln^ang. §.72—74 

braud^t, ob ber bur(|> 3)foifton er^^altene ßuottent einer ganjeti 
3al^l 8lei(|i, ober em felbpflfinbifter Ouottent (etne^Io^ an^t^ 
jeigte Dtoijton ) . fei) unb bleibe, fo baß eben begj^alb biefe Um^ 
forntung ber benannten ^a^Un mit ©id^erfieit erfolgen fann, 
aud^ wenn fie nod^ ganj unbefannt finb; »äf^renb um^ 
gffe|)rt bann au^ »ieber jebe ganje ober öebro(|>ene be^ 
nannte 3al^l burcf^ SWultt|)lifation i^rer unbenannten 3aM auf nie^i 
bere ßinf^eiten gebrad^t tt)trb, — tt)ie leidet beriefen »erben fann. 

§. 73. 
Sflun beftnirt ntan: 

1) ®leid^e ©rößen ftnb fold^e, bie inx^ biefelbe benannte 
3a|)l auggebrüdft »erben lönnen. 

2) ©rötere ©rßfe, ober. Heinere ®r6ße ifl biefenige, 
»eld^e burd^ bie größere ober Heinere ()pojiti»e ganje ober 
gebrod^ene) unbenannte 3a]^l int ©inrte be« §.23. auggebrüdft 
tt)irb (immer unter ber SSoraugfeftung ber gemeinfd^aftlidpen 
^Benennung). 

S)aratt8 folgt iugleid^, baß fel^r Heine unb fel^r große ©rßßen 
aud6 burd^ fe|)r fleine unb fel^r große j)ojttioe unbenannte 3a]^^ 
len (le^tere im ©inne \>ti §. 23. gebadet) auögebrttdPt »erben, 
bie jtd^ auf tint bejHmmte ©enennung (din^tit) beiie|>en. 

§. 74. 
I)ie ®rößen erlauben unb erforbern 

1) tin ^Bereinigen x»eier ober mt^xmx in eine neue unb 
größere; 

2) tin $in»egnel^men timi Z^tili vom ©anjen, b."|^. einer 
®röße »on einer größeren; 

3) ein SJer^ielfältigen einer unb berfelben ®röße, j. 33, 
mnn bje ®röße nfad^ genommen »erben foH; enblidf» 

4) tin SC^eilen einer fold^en ®röße in nnt 8lnja|>l j. So. 
n gieid^er Xl^eile. 
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£)aö Stefttitat be» erfiern ©efdl^Sftd brfidft man atö benannte 
341 an«/ tpenn man bie ungenannten (ganzen ober gebro^e^ 
nen) Sal^len abbtrt tm <Sinmt be«§. 3., unb bie (Bnmm^ auf 
Wefelbe ^Benennung bejiel^t. 

J)a« Slefultat be« ©efd^ftft« tn 9lr.2. tt>trb burd^ ©ub^ 
ttaltton (im @inne be« §. 3.) ber unbenannten ^a^lfn erjielt. 

2)ae Slefultat ber Slufgabe tn 9lr. 3. toixi erref^t, »enn 
ntan bie unbenannte (ganje ober gebrod^ene) 3# wtt n ntul^ 
tf})Ucirt, im ©inne be« §. 11. 

(Snbltd^ ttjfrb ba« SRefultat ber aufgäbe in SWr. 4. erreidpt, 
wenn man bie un benannte (^>oftffoe ganje ober gebrod^ene) 
Sal^I burd^ n bivibtrt, im ©inne beS §. 11. 

Sltfe« unter ber SSoraugfeftung, ba^ ntan immer gemein^ 
f^jafilid^e ^Benennungen ober ©nl^eiten l^abe. 

Sluf biefe SBeife njerbenaHe Slufgaben ber ®rößen auf 
©jserationen mit unbenannten (ganjen ober gebrod[)enen) B^l^^en 
jurüdPgeffi|)rt in bem ©inne ber vor|)ergebenben Kapitel, fo baf 
aW ba« aSorl^ergegangene 5)on ben S^l^l^gormen, l^iei; jur 
aSergleidf^ung ber Oröfen unmittelbare unb btrefte ^nmn^ 
bung finbet. ' ■ 

Slnmerfung. Damit ijl aber alle« erf4>öipft; wai bie 
allgemeine ®rößenlf|)re nur immer an Slufgaben barbieten 
fann. 3n jieber Slufgabe nämlid^, »0 ani bem gegebenen 3u^ 
fammenl^ang ber Dinge, »on berOröpe (quaniitas) gegebener 
®rö^en auf bie ©röfe (quantitas) nod[> unbefannter ©rößen 
gefd^loffen n^erben foU, fommt aUti barauf an, baß man bie 
gegebenen ®rößen aU gegebene benannte 3#cn auJbrüdft, bie 
unbefannten ®reßen aber aU unbefannte benannte ^a^Un (b. 1^. , 
afö benannte Qa'fyUn, in weld^er itt>ar bie ^Benennung ober Sin^ 
beit angenommen, alfo völlig befiimmt ifl, in toeld^ier aber bie 
unbenannten ganjen ober gebrod^enen 3<»^l^n nod^ unbefannt 
unb bal^er einjlweilen burd^ x, z, ^t. k. ober im^ jufammen^ 
gefeitere unb, Unbefannte in frd^ aufgenommen j^abenbe äfugi^ 
brödPe bejeid^net ftnb). Snbemmannun au8 ben S3ebingungen 
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Itx Slufgobe für eine unb Wefefte ®töfe b.ff. für ij^re unU^ 
nannte Bal^I xtt>ei »erfd^tebene gormen finbet; fo ntftffen Wrfe 
leftteren einanber glei(|i fe^n (tnf ©inne U» §.3.), unb fo l»e^ 
lommt man bte ©Weisungen gwifd^en ben Bloßen gormen (utt^ 
Benannten ganjen ober geBroc^enen 3a|^Ien), \»tl^t ben atn^ 
faj ber SlufgaBe Btlben unb »el§e nad^gel^enb« 4tftc|> ben, 
tn t^nen »orfowmenben UnBefannten aufgeWji werben ntfiffen, 
um aSBertl^e für bie UnBefannten ju erf^alten, ml^t biefen ®UU 
dfiungen genfigen, ©enfigen biefelBen bann and^ ben* üBrtgen 
SSebingungen ber ^ufgaBe (unter benen oBen an jlef^t, baß fie 
ntii^t imaginär unb nid^t negatit) feipen), fo ^at man bie ge^ 
fugten un Benannten ganjen ober gebrochenen B^'^Un, unb fo:* 
mit an(fy bie unBefannten Benannten 3<^W^f t- ^ t>te unBe^ 
fannten ©rößen gefiinben.*) 

®o »iel von ber allgemeinen ©rCßenle^ire. — 

^ommt man bann f))Ster ju ben ä%aum^®ri!ßen; Befian^ 
belt man bie ^r^^en unb unter biefen ben Sxri9; unb gieBt 
man fi^ ba« fxoWm, ben ÄreiöBogen x in feine Drbinate y 
au«jubriWen, für ben gatt, baß ber JRabiud be« Äreifeg =1 
gebadet »irb, fo ftnbet fld^ itt)ifdpen x unb y bie ©leid^ung 
y = Ä, , wfil^renb ä, bie Im §. 50. Bejiimmte unenbltd^e SRei^e 
Bebeutet. Sluf biefe Söeife ftnbet ftd^, baß bie im §. 50. Bel^an^ 
belten Beiben fSitiitn Kß unb Sß, fo oft ß bie ?änge eine« 
Ärei«Bogen« barjleHt (in bem Greife, beffen Mabiu« =1 i^), 
gewiffe gerabe ?inien im Äreife auÄbrftdfen, unb jwar biejenigeU; 
ml^t in ber fogenannten Slementar^ Trigonometrie unter bem ffla^ 
mm ber Äofinuö unb ©inu« ijorgejeigt unb Bef)anbelt »erben. 

Die ©inu« unb Sipftnni ber fogenannten Elementar *S;ri:^ 
gottometrie jtnb iana^fy ni^ti anUxi aU bie Siff^t-n^^SBertfie 
jiener allgemeinen Su#aBen^ä(u«brüdfe Kß unb Sß/ ffir bie^ 



*) Vian Utmtt anif nt^aii^t bettdttttte Qa\Un e{nf%ett| man 
tourbr ahtx Balb ^nhm, bap fte nur ttt tinm geringen Umfange benü^t tütf 
ben f&nnten, unb bof il^re (Sinfüfirung mit "oMtn ^a^tf^t'iltn unb faf^ mit 
gar feinem fßcxiü^fil »erfnitpft [c^n tturbe. ^ 
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jemgen fWnm m\> ^jofitteeit ®mi^e »on ß flettommeti; ml^t 
Ut Cänge tinti Sogen« in im Äreife augferfidfen, beffen Sla^ 
bjug =1 ip. SBon tiefen 3tffern::^ffiert^en ju ken Sn^iflaben^ 
aittgbtfldfen felbjl jici^ ju er^^ekn; n^ar eine Slufgabe, bie man 
in itx ®t\^i^U Ux SWatl^ematif imx geWp ftnbet, We aber, 
— wie alle fold^e aufgaben, m ^t>n Wofen (Btffem^) SSBettl^en 
auf Me gorm bet ätu^brilrfe gefd^lojfen «werben foB, benen fte 
ange][)6ren, — tint \>önifl befriebigenbe Siffung nie unb itt 
feinet 3^* iulaffen fann- 



Q^ctruftt ()(t tcn &il)x, Unqtu 



